Notatii (simboluri matematice) folosite in acest manual

Distanta de la punctul A la dreapta e: d(A; e),
sau Ae

Distanta dintre punctele A si B: AB sau AB sau
d(A; B)

Dreapta determinata de punctele A si B: e(A; B)

Unghiul dreptelor f, si f,: «L(f,; f)) sau (f,; f,) <

Unghiul cu varful in punctul C determinat de
punctele A si B, care se afla pe laturile un-
ghiului: ACB<

Unghiul cu varful in punctul C: C<

Unghiuri: @, B, 7, ...

Triunghi determinat de punctele A, B, C: ABCA

Aria triunghiului ABC: T(ABC) sau T ¢

Semiperimetrul triunghiului de laturi egale

cua,b,c:s:‘”zﬂ

Unghi drept: b

Dreapta e este perpendiculara pe dreapta f:
elf

Dreapta e este paraleld cu dreapta f: e|/f

Congruenta: =; ABCA = ABCA

Raportul de asemanare: A

Vectorul determinat de punctele A si B
(directionat de la A la B): AB

Egal, diferit: =, #+;a=2,b + 5

Identicegal: =;a+b =5

Aproximativ egal: ~; a =~ 2,3; 8,54 ~ 8,5

Mai mic, mai mic sau egal: <, <;2 < 3,5 < x

Mai mare, mai mare sau egal: >, =:6 > 4,
a=2

Multimea numerelor naturale: N; {0; 1; 2; ...}

Multimea numerelor intregi: Z;
{..;=2;-1;0;1:2; ..}

Multimea numerelor intregi pozitive si negative:
Z+,Z2:{(1;2;3; ..}, =1, -2, -3; ..}

Multimea numerelor rationale si irationale:
QQ

Multimea numerelor rationale pozitive si nega-
tive: Q*, Q

Multimea numerelor reale: R

Multimea numerelor reale pozitive si negative:
R*, R

Apartine (element al multimii), nu apartine
multimii: €, ¢, 5€ N, -2 ¢ Z*

Submultime, submultime netriviala: <, C;
ACRNCQ

Interval inchis: [a; b]

Interval inchis la stanga, deschis la dreapta: [a; bl

Interval deschis la stanga, inchis la dreapta: la; b]

Interval deschis: Ja; b[

Valoarea absolutd a numarului x: | x
[—3,1]= 31

Legea de corespondenta a functiei f:
fix— 2x+3sauf(x) =y, f(x) =2x+ 3

Valoarea functiei in punctul x,: f(x,); f(5), daca
X, =5

nfactoria nl=1-2-3-...-(n—1)-n

Logaritm in baza a: log, x

Logaritm in baza 10: Ig x

Logaritm in baza e: In x

Coeficient binomial (k sub n): (Z)

]

Radical de ordinul doi (radacina patrata) din x:
Vx

Radical de ordinul n din x: /'x

Propozitie: A, B

Valoarea de adevar a propozitiei: |A|=1i,
|B]=h

Negatie: —, —A (non A)

Conjunctie: P A Q (Psi Q)

Disjunctie : PV Q (Psau Q)

Implicatie: =, sau =, A > Bsau A = B (A im-
plicd pe B)

Echivalenta: <> sau <, A<> Bsau A< B (A
daca si numai daca B)

a : termenul n al unui sir

n: numarul termenilor unui sir

d: ratia unei progresii aritmetice

S, suma primilor n termeni ai unui sir

g: ratia unei progresii geometrice

r. raza

d: diametru

P: suprafata laterala

T: arie

A: suprafata

V: volum
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nivel mediu,
mai simpla;
nivel mediu,
mai dificila;
nivel ridicat,
mai simpla;

mai dificila., [N

Introducere (Prefata)

Scopul acestui manual este sprijinirea pregatirii elevilor pentru examenul de bacalaureat de nivel
mediu. Dezvoltarea conceptiei matematice la elevi, se realizeaza prin elaborarea componentelor
materiei acestei discipline, legate de definitii si notiuni.

Exemplele rezolvate contribuie la predarea noilor cunostinte si la asimilarea materiei. La
sfarsitul fiecarui capitol se gdsesc exercitii si probleme cu scopul de a ajuta pregatirea elevilor
pentru examenul de bacalaureat de nivel mediu.

Pe parcursul studiilor liceale se realizeaza consolidarea cunostintelor mai devreme insusite
pe cale intuitiva, prin intermediul diferitelor activitati, consolidare urmata de definirea exacta a
notiunilor si generalizarea acestora. Dorim sa dezvoltdm deprinderile elevilor de a fi capabili sa
aplice In cadrul altor arii curriculare relatiile pe care si le-au nsusit in diverse domenii ale discipli-
nei, vom sprijini aplicarea de catre elevi a matematicii in rezolvarea unor probleme cu caracter
practic. llustratiile si fotografiile vor stimula asimilarea cunostintelor si a relatiilor matematice.

In materia prezentatd vom formula anumite ipoteze care vor putea fi demonstrate
sau infirmate in cateva etape. Este foarte importanta starnirea interesului elevilor pentru
demonstratia afirmatiilor. Vom prezenta demonstratiile unor teoreme mai simple, cateva me-
tode de demonstratie, respectiv formularea exacta a unor notiuni si reguli. (Acestea le vom
marca cu albastru in manual.)

in text am marcat cu albastru anumite curiozitati din istoria matematicii si cele legate de
disciplina noastra. (Propunem folosirea internetului pentru completarea acestor informatii.)

Una dintre cele mai importante sarcini ale profesorilor de matematica este cultivarea interesului
pentru rezolvarea problemelor. Conditia indispensabila a acestui deziderat este intelegerea unor tex-
te simple de matematica si analiza lor. Dezvoltarea deprinderilor de a discuta problemele, de a cauta,
de a gasi mai multe solutii, va contribui de asemenea la dezvoltarea gandirii logice.

Gandirea logica este indispensabild atat la rezolvarea problemelor, cat si la procedurile algoritmice
si la aplicatii. Elaborarea unor algoritmi de cativa pasi in diferite domenii ale matematicii este nece-
sara si la studiul informaticii.

Problemele elaborate pe parcursul celor patru ani de studii, in functie de gradul de dificultate
al acestora, vor contribui la pregatirea elevilor pentru examenul de bacalaureat. Le-am clasificat
in felul urmator:

Materia pentru examenul de bacalaureat de nivel ridicat a fost marcata cu litere minuscule de culoarea verde.

Pentru cei interesati, dornici sa exerseze, mai recomandam probleme selectate din familia cu-
legerilor MATEMATIKA Gyakorld és érettséqgire felkészité feladatqydjtemény in editia Editurii Di-
dactice.

Gerdécs Laszlo—Orosz Gyula—Pardczay Jozsef-Szaszné Dr. Simon Judit:
16125/l (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorld és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény I.

16125/

MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytjtemény I., Megoldasok

16126/ (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorld és érettségire felkészit6 feladatgydjtemény II.

12126/

MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgytjtemény Il., Megoldasok

Czapéry Endre—Czapéry Endréné—Csete Lajos—Heqyi Gyorgyné—Ivanyiné Harré Agota—Morvai Eva—Reiman Istvén:
16127/l (+ CD-n a megoldasok)  MATEMATIKA Gyakorld és érettségire felkészité feladatgytjtemény lll:, Geometriai

16127/

feladatok gydjteménye
MATEMATIKA Gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytjtemény Ill., Megoldasok,
Geometriai feladatok gydjteménye



Primele rezultate ale logicii (stiinta gandirii) au aparut in Antichitate,
deoarece dezvoltarea stiintelor a necesitat cercetarea gandirii umane.
O importanta deosebita in acest sens a avut opera lui Aristotel (384-322
i.Hr.) despre logica. El a cunosut creatiile intelectuale din secolele trecute
si a studiat metodele gandirii umane necesare in cercetarile stiintifice vi-
itoare. Desigur au existat antecedente care |-au ajutat in cercetarile sale.
Pentru a gasi acestea, trebuie sa studiem rezultatele istoriei matematicii

din secolele anterioare.

Timp indelungat metodele logicii nu s-au schimbat esential. Sfantul Toma
de Aquino (1225-1274) a realizat o expunere sistematica, concisa si glo-
bala a tuturor problemelor teologice crestine, in acord cu conceptele lui
Aristotel despre lume. In secolul al XIX-lea Georg Boole (1815-1864) a
pus bazele logicii matematice in lucrarea sa intitulata Legile gandirii.
Matematicienii maghiari au avut rezultate deosebite si in logica matema-
tica. Péter Rdzsa (1905-1977) a obtinut rezultate importante in aceasta
disciplina in anii 1930. Numele lui Kalmar LaszI6 (1905-1976) apare in cur-
surile universitare de logica matematica din toata lumea (demonstratia
lui Kalmar, clase de functii Kalmar). Cercetarile si rezultatele lui Neumann
Janos (1903-1957), in teoria logicii matematice, au avut o contributie pri-
mordiala la constructia primului computer electronic.




MATEMATICA

1. Notiunile de baza ale logicii matematice

In matematica, propozitiile enuntiative, despre care putem afirma imediat dacd sunt adevarate
sau false, au 0 mare importanta.

Propozitia este un enunt (o afirmatie) despre care se poate afirma univoc daca este adevarata
sau falsa.

Valoarea (logica) de adevar a unei propozitii

In legatura cu o propozitie, adevdrat sau fals sunt valorile de adevar ale propozitiei date.

Propozitiile se pot formula in oricare domeniu al vietii cotidiene. Le vom nota cu literele mari ale
alfabetului.

|A|=i Daca propozitia A este adevarata, folosim notatia | A|= /.

]B\ = h Daca propozitia B este falsa, folosim notatia ]B|: h. (i si h sunt valorile de adevar).

Exemplul 1 Sa se determine valorile de adevar ale propozitiilor de mai jos.
A: 12 este un numar par

B: Azi e miercuri.

C: La noi ninge acum.

D: Orice numadr prim este impar.

E: Exista o infinitate de numere prime gemene.

Solutie

A este adevarata, iar D falsa. |A|= i, |D|= h.

Despre valorile de adevar ale lui B si C nu putem afirma nimic. In momentul citirii acestui text
cititorul poate decide daca sunt adevarate sau false. Se poate intampla ca in momentul actual
sa nu putem afirma nimic despre valoarea de adevar, totusi sa vorbim despre propozitii. De
exemplu propozitia E.

Exemplul 2 Sa se decida daca afirmatiile de mai jos sunt propozitii sau nu.

A: Atentie! Apa este adanca.

B: Care a fost tema de casa pentru azi?

C: A trecut pe aici.

D: Sa se calculeze perimetrul patratului care are lungimea laturii egala cu 4 cm.
E: Ai cumva un pix rosu?

F: Cea mai frumoasa poezie a lui Pet&fi Sdndor este Szil6féldemen.

G: Maine va fi timp frumos.

Solutie

In logica propozitiile interogative sau exclamative nu se considera propozitii.

Astfel afirmatiile A, B, D, E nu sunt propozitii.

C este o propozitie enuntiativa, dar nu putem decide valoarea ei de adevar, deci in logica nu se
considera propozitie.

La fel si F, intrucat nu avem o definitie exacta care este poezia cea mai frumoasa. Pentru unii da,
pentru altii nu. Deci F nu este propozitie.



. LOGICA MATEMATICA

Tn cazul afirmatiei G, in general nu se poate decide valoarea de adevar, numaiin cazuri concrete.
Deci nici G nu este propozitie.

In exemplul 1 am formulat cateva propozitii care nu se pot descompune in parti, adica nu se pot
formula prin legarea a doua propozitii.

Acestea se numesc propozitii simple.

Alte exemple de propozitii.

A: 9 este numar prim.

Se stie ca |A| = h.

Am putea da o alta formulare, mai acceptabila pentru noi.

B: 9 nu este numar prim.

Sestieca |B| =1.

Se poate afirma ca propozitia B este negatia propozitiei A, sau B =non A.
Negatia este o operatie logica prin care ajungem la o0 noua propozitie.
Notatie: A (non A)

In clasa a 9-a am constatat ca limbajul matematicii de multe ori diferad esential de limbajul cotidi-
an. Daca de exemplu afirmam despre un material ca nu este de calitate buna, aceasta inseamna
n limbajul cotidian ca este de calitate slaba, dar in matematica numai atat: ca nu este de calitate
bund. Limbajul cotidian nu face diferenta intre negatia sau contrara unei propozitii. Propozitiile
contrare nu pot fi simultan adevarate dar pot sa fie false amandoua.

In tabelul urmator prezentdm cateva exemple.

Propozitia Negatia Contrara Se poate si astfel
este buna nu este buna rea indiferenta

este negativa nu este negativa pozitiva zero

este neagra nu este neagra alba verde

Soarele straluceste

Soarele nu straluceste

cerul este noros

este noapte

par

nu este par

impar

numarul este o fractie

Exemplul 3 S3 se scrie negatiile urmatoarelor propozitii.

A: Ninge.

B: Fiecare coleg de clasa este baiat.
C: Fiecare triunghi are un unghi drept.

Solutie

—A: nu este adevarat ca ninge, adica nu ninge.

—B: nu este adevarat ca fiecare coleg al meu este baiat, adica exista si fete in clasa.

—C: nu este adevarat ca fiecare triunghi are un unghi drept, adica exista triunghi care nu are

unghi drept.

EMR] s se decida despre afirmatiile de mai jos daca sunt propozitii.

A: Atentie! Cainele musca.

Propozitii simple

Semnul negatiei: —
—A (non A)

CLASA A

12-

A



B | ATEMATICA

Alte probleme:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyGjtemény I.:
1-18.

B: Ce culoare are camasa ta?

C: Am pus acolo.

D: Sa se calculeze aria unui triunghi daca lungimea inaltimii este egala cu 5 cm.
E: Acesta este un sacou maro?

F: Maine nu va ploua.

m S& se decida despre afirmatiile de mai jos daca sunt propoxzitii. In cazul propozitiilor sa se
stabileasca valorile de adevar.

A: 2x2 cate odata fac 5.

B: Doua drumuri stau in fata mea, pe care sa-I aleg?

C: Jumatate din 100 Ft este 50Ft.

D: Pasdrea are voie sa zboare de pe o creanga pe cealalta.

EXA] s se determine valorile de adevar ale propozitiilor de mai jos.

A: Numarul 11 este impar.

B: Numarul 267 este divizibil cu 3.

C: Deltoidul este un patrulater care are unghi drept.

D: Paianjenul are 6 picioare.

E: Versetul Talan eltinék hirtelen este citat dintr-o poezie a lui Jézsef Attila.
F: Simbolul chimic pentru cadmiu este Ca.

G: Paraul Bédva trece prin Edelény.

H: Tizenharom almafa este titlul unui roman al lui Vass Albert.

Pentru luarea deciziilor puteti folosi literatura de specialitate sau internetul.

m Afirmatiile de mai jos seamana cu proverbele cunoscute de noi. Sa se scrie acestea sub
forma lor obisnuita.

A: A strica orzul pe gaste.

B: Fiecare se leaga unde-| doare.

C: Crede ca tot ce zboara se mananca.

D: Alta faina se macina acum la moara!

XA ss se scrie negatiile si contrarele cuvintelor urmatoare.
a) nalt; b) prost; ¢) subtire; d) colturos; e) mig; f) urata.

Sa se scrie negatiile urmatoarelor propozitii. Sa se decida care dintre ele sunt adevarate:
propozitia sau negatia?

A: Orice numar natural este pozitiv.

B: In orice paralelogram cele dous diagonale au lungimi egale.

C: Orice numar divizibil cu 3 este divizibil si cu 9.

D: Exista triunghi care are un singur unghi ascutit.

E: Exista triunghi astfel incat exact doua laturi au lungimi egale.

F: Dintre cinci numere impare consecutive, fiecare poate fi numar prim.



2. Operatii logice

In lectiile anterioare am constatat ¢ prin negatia unei propozitii ajungem la o propozitie noua.
Oare nu exista si alte modalitati de a lega propozitii simple intre ele ca sa ajungem la propozitii
noi? In cele ce urmeaza vom studia aceastd problema.
Un scop foarte important al logicii consta in gasirea unor concluzii adevarate. Reamintim doua
exemple de la orele de matematica care au condus la concluzii adevarate.
a) Daca un numadr intreg este divizibil cu 2 si 3, atunci este divizibil cu 6.
Acest numadr nu este divizibil cu 3, deci nu este divizibil cu 6.
b) Daca un triunghi are un unghi de 600, are si axa de simetrie, atunci triunghiul este regulat
(echilateral).
Acest triunghi nu are axa de simetrie, deci nu este echilateral.
Am vazut doua exemple in care in ciuda continutului diferit, propozitiile au aceleasi structuri.
Care este aceasta structura?
Daca A si B, atunci C.
Non B, deci non C.
A, B, C, Inseamna propozitii ale caror valori logice sunt adevarate sau false. Ele sunt legate de
cuvintele nu; daca..., atundi..... Aceste cuvinte genereaza operatii logice, cu ajutorul carora
am creat propozitii compuse. Propozitii compuse

In continuare vom studia operatiile logice care apar mai des.

I. NEGATIA Negatia (Negarea)

Dupa cum am constatat anterior, negatia este una dintre operatiile logice cele mai simple.

Exemplul 1 Sa se determine valorile logice ale urmdtoarelor propozitii.
A: Numarul 8 este un numar compus.

B: Numarul 8 nu este un numar compus.

C: Orice paralelogram este romb.

D: Nu orice paralelogram este romb.

Solutie
|Al=1;
|B[=h;
ICl=h;
|D|=i.

Negarea unei afirmatii, in termeni de specialitate se numeste: negatie. Negatia



MATEMATICA

Legea dublei negatii

NEGATIA

Negatia propozitiei P este propozitia nonP (sau o forma reformulata a acesteia).
Notatie: =P (nonP)

Dupa cum am vazut si in cazul exemplului 1:
Daca propozitia P este adevaratd, atunci — P este falsa,
Daca propozitia P este falsa, atunci — P este adevdrata.

Operatia negatie este definita in tabelul urmator:

P | P
i h
h i

Din definitia negatiei rezultd proprietatea —(—A) = A, ceea ce se numeste legea dublei

negatii.

In consecinta propozitiile de mai jos au aceleasi valori de adevar.

A: Am citit aceasta definitie.

B: Nu este adevarat ca nu am citit aceasta definitie. Ambele propozitii exprima acelasi continut.

In limba cotidiana aceste propozitii pot aparea in diferite situatii cu diferite accente.

Il. CONJUNCTIA

Doua propozitii simple se pot lega cu conjunctia si. Aceasta operatie logica se numeste
conjunctie.

Conjunctia propozitiilor P, Q este propozitia P si Q (sau o forma reformulata a acesteia).
Notatie: P A Q (Psi Q).

Exemplul 2 Sa se determine valorile logice ale urmatoarelor propozitii compuse.

A: Latura ce mai lunga a unui triunghi dreptunghic este ipotenuza, iar cel mai mare unghi al
sdu este unghiul drept.

B: Numarul 3 este prim si 11 este divizibil cu 3.

C: Tangenta si cotangenta unghiului de 90° nu exista. (Nu se poate defini).

D: Suma unghiurilor interioare ale unui triunghi este egala cu 360°, si a celor exterioare cu
180°.

Solutie

P: Latura ce mai lunga a unui triunghi dreptunghic este ipotenuza. |P| =/,

Q: Cel mai mare unghi al unui triunghi dreptunghic este unghiul drept. |Q| = 1.
Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |A|=|PAQ|=i.

P: Numarul 3 este prim. |P| =1,
Q: Numarul 11 este divizibil cu 3. |Q| = h.
Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |B|=|PAQ|= h.



P: Tangenta unghiului de 90° nu exista. (Nu se poate defini). |P| = i.
Q: Cotangenta unghiului de 90° nu existd. (Nu se poate defini). |Q| = h,
Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |C|=|PAQ|= h.

P: Suma unghiurilor interioare ale unui triunghi este egala cu 360°. |P| = h,
Q: Suma unghiurilor exterioare ale unui triunghi este egala cu 180°. |Q| = h.
Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |D|=|PAQ|= h.

In conformitate cu rezultatele exemplului anterior se poate completa tabelul de adevar al Tabelul de adevar al

conjunctiei: conjunctiei
PlaolrPro pre
i i i
i | h h
h i h
h | h h

Deci propozitia P A Q este falsa daca si numai daca cel putin una din propozitii este falsa.
Propozitia P A\ Q este adevdrata daca si numai daca ambele propozitii sunt adevarate.

lll. DISJUNCTIA

Doua propozitii simple se pot lega cu conjunctia sau. Aceasta operatie logica se numeste
disjunctie.

Disjunctia propozitiilor P, Q este propozitia P sau Q (sau o forma reformulata a acesteia).
Notatie: PV Q (P sau Q).

Folosirea conjunctiei sau necesita o atentie deosebita, ceea ce vom ilustra prin doua propozitii.
A: Péter face ordine pe biroul sau, sau asculta muzica.
Aceasta propozitie se poate interpreta fn mai multe fe-
luri. Se poate Intampla ca Péter:

1. face ordine dar nu ascultd muzica,

2. nu face ordine dar ascultd muzica,

3. face ordine si asculta muzica.

Folosirea conjunctiei sau in acest caz este permisiva
(sau permisiv).

Sau permisiv

B: Péter face curatenie in camera sa, sau se duce sa faca cumparaturi.
Din interpretatea acestei propozitii reiese clar ca nu poate sa faca ambele lucruri in acelasi timp.
Folosirea conjunctiei sau in acest caz este exclusiva (sau exclusiv). Sau exclusiv

Cu toate ca exista si operatia disjunctia exclusiva, in continuare noi ne vom ocupa numai de sau
permisiv.

Exemplul 3 Sa se determine valorile de adevar ale propozitiilor compuse, de mai jos.
A: 3 sau 7 sunt divizori ai lui 63.

B: 3 sau 13 sunt divizori ai lui 63.

C: 2 sau 7 sunt divizori ai lui 63.

D: 2 sau 5 sunt divizori ai lui 63.

CLASA A

12-

A



Disjunctia

Tabelul de adevar
al propozitiei

CLASA A

1

PV Q

Solutie

P: 3 este divizor al lui 63. |P| =1,

Q: 7 este divizor al lui 63. |Q] =1i.

Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |A|=|PV Q|=i.
P: 3 este divizor al lui 63. |P| =1,

Q: 13 este divizor al lui 63. |Q| = h.

Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |B|=|PV Q|=i.
P: 2 este divizor al lui 63. |P| = h,

Q: 7 este divizor al lui 63. |Q| = .

Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |C|= [PV Q|=i.
P: 2 este divizor al lui 63. |P| = h,

Q: 5 este divizor al lui 63. |Q| = h.
Valoarea de adevar a propozitiei compuse: |D|=|PV Q|= h.

Pe baza celor stabilite la exemplul 3, se poate completa tabelul de adevar al disjunctiei.

Pl Q|PVQO
i i i

i | h i
h i i
h | h h

In consecinta propozitia P \V Q este adevarata daca si numai daca este adevarata cel putin una
din propozitiile P, Q.
Propozitia P \V Q este falsa daca si numai daca amandoua propozitiile sunt false.

EMA ss se arate cu ajutorul tabelelor de adevar ca
a) conjunctia;

b) disjunctia

sunt operatii comutative.

Sa se arate identitatile urmatoare cu ajutorul tabelelor de adevar.
a) —|(A \% B) = (—|A) /\(—|B);

b) a(AAB)=(=A)V(-B).

(Relatiile lui de Morgan)

Negati urmdtoarele propozitii!

A: Beau sirop de soc sau mananc tocana de cartofi cu boia de ardei.
B: Plec la o plimbare cu cainele sau cosesc iarba din gradina.

C: Fac tema de casd la matematica si nu dau drumul la calculator.
D: Nu cumpar paine sau cumpadr cascaval.

4. K1 Propozitiile urmdtoare sunt negatiile unor proverbe cunoscute. Sa se scrie proverbele
originale.

—A: Exista cazuri cand ceva nu merge bine, totusi se termina cu bine.

—B: Exista caine care nu latra, totusi musca.



7] Exista propozitii identice (echivalente) intre cele date mai jos?
AAB, AN(AB), (FA)AB, (FA)A(=B), AVB, AV(=B), (RA)V B, (HA)V(=B).

m Sa se caute propozitiile identice (echivalente) intre cele date mai jos.

ANB, AN(=B), (FA)AB, (FA)A(7B), 7(AV B), 2(AV(=B)), 7((=A) vV B), 2((=A) V(-B)).

Sa se caute propozitiile identice (echivalente) intre cele date mai jos.

“(AAB), 7(AA(=B)), 7((A)AB), 2((A)A(=B)), AVB, AV(=B), (7A)V B, (7A)V(-B).

3. Proprietatile operatiilor logice

In continuare vom prezenta cateva proprietati ale operatiilor A, \V/, —.

Din definitiile conjunctiei si disjunctiei rezulta imediat ca aceste operatii sunt comutative,
adica:
AANB=BAA, AVB= BVA, pentru orice propozitii A, B.

Se pot defini conjunctiile mai multor propozitii.

Conjunctia propozitiilor A1, A, ..., As este AAAALA ... ANAn.

Aceastd propozitie este adevarata daca fiecare propozitie este adevdrata.
Din definitie rezulta ca operatia conjunctie este asociativa, adica:
(AANA)NAs = ALA (A2 AAs) pentruorice A, AL A,

Se pot defini disjunctiile mai multor propozitii.

Disjunctia propozitiilor Ai, Az, ..., An este AiVA V... VA,.

Aceasta propozitie este adevarata daca cel putin una din propozitii este adevarata.
Din definitie rezulta ca operatia disjunctie este asociativa, adica:

(AIVA)VAs = A V(A VAs) pentruorice A, A, A,

Relatii importante exista intre negatie, conjunctie si disjunctie: relatiile lui de Morgan, care
urmau sa fie demonstrate cu ajutorul tabelului de adevar in problema propusa 2.
“(AVB)=(mA)A(=B),

—|(A /\B) = (—|A)V(—|B).

In istoria logicii au avut o importanta deosebitd doua legi logice, care vor fi demonstrate in

exemplele de mai jos.

Exemplul 1 Sa se arate ca

(-A)VA|= !

Solutie
Tntocmim tabelul de adevar.

A —A (—A) VA
i h i
h i i

MATEMATICA

Alte probleme:
Matematika gyakorld
és érettségire felkészitd
feladatgyUjtemény |I.:
19-22.



MATEMATICA

Principiul tertului
exclus

Principiul
necontradictiei

Se poate constata ca propozitia (—A) V A este adevdrata indiferent de valoarea logica a lui A.
Acesta este principiul tertului exclus.
Exemplul 2 Sa se arate ca |[ZAAA|= h!

Solutie
Intocmim tabelul de adevar.

A —A —ANA
i h h
h i h

Se poate constata ca propozitia (A) (HA)AA A este falsa indiferent de valoarea logica a lui A.
Acesta este principiul necontradictiei.

Pana in prezent, la studiul operatiilor logice am facut abstractie de continutul propozitiilor siam
lucrat numai cu valorile de adevar. In continuare vom prezenta operatii cu valorile de adevar.
Definitiile acestor operatii sunt urmatoarele:

—i = h; -h =1,
INI=1; iNh=h; hAi= h; hAah=h;
iVi=1i; iVh=1i; hVvi=1i; hvh=h.

Exemplul 3 Fie |P\ = p (valorile posibile ale lui p sunt j sau h). Sa se arate ca
a)pAh=h;
b)pVi=i!

Solutie
a) Deoarece iAh = h precum si hAh = h, proprietatea este adevarata.
b) Deoarece iVi= i precumsi hVi= i, proprietatea este adevarata.

Exemplul 4 S& se studieze daca propozitile AV(BAC) si (AVB)A(AVC) au valori de
adevar identice pentru orice A, B, C.

Solutie
Ambele propozitii compuse contin trei propozitii, deci in tabelul de adevar vom studia 2° = 8
posibilitati.



. LOGICA MATEMATICA

A B C BANC|AVBANQOQ| AVB | AVC| AVBAAVO
i i i i i i i i
i i h h i i i i
i h i h i i i i
h i j i i i i i
i h h h i i i i
h i h h h i h h
h h i h h h i h
h h h h h h h h

Coloanele 5 si 8 ne arata ca cele doua propozitii au valori de adevar identice.

In consecinta se poate scrie identitatea AV(BAC)=(AVB)A(AVC) pentru orice A, B, C,
adica am aratat ca operatia logica disjunctia este distributiva fata de conjunctie.

Se poate demonstra si identitatea urmatoare:

ANBVC)=(AAB)V(AAC) pentru orice A, B, C, adica am aratat ca operatia logica
conjunctia este distributiva fata de disjunctie.

Demonstratia o cerem intr-o problema propusa.

EWA] s se demonstreze identitatile urmatoare.
a) ANA=A,

b) AVA=A,

o AAN(AVB)=A;

d) AV(AAB)=A.

Fie |P|= p (valorile posibile ale lui p sunt i sau h). Sa se arate ca
a) pAi=p;
b) pvh=p.

m Sa se demonstreze ca operatia logica conjunctie este distributiva fata de disjunctie, adica:
ANBVC)=(AANB)V(ANAC) pentruorice A, B, C.

EW®] Aplicand proprietatile de distributivitate sa se scrie intr-o forma mai scurta propozitiile

urmatoare.

a) Pe maine citesc aceasta nuvela si fac o partida de sah cu Agnes, sau pe maine citesc aceasta
nuveld si fac o partida de tenis de masa cu Agnes.

b) Ma duc sa fac o partida de volei sau fac o ceasca de ceai, si ma duc sa fac o partida de volei
sau fac un sandvici cald.

IMATEMATICA

Alte probleme:
Matematika gyakorlé
és érettségire felkészitd
feladatgyUjtemény I.:
23-25.
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4. Alte doua operatii logice

Pana in prezent am prezentat trei operatii logice importante, iar in aceasta lectie vom cunoaste
alte doua.
Cu acestea ne intalnim des, nu numai la orele de matematica, ci si in viata cotidiana.

I. Cand formulam niste concluzii, ne intalnim cu astfel de propozitii:
Daca A, atunci B Daca diagonalele unui patrulater se injumatatesc, atunci patrulaterul este un paralelogram
Daca ultima cifrd a unui numar intreg este egala cu 0, atunci acest numar este divizibil cu 10.
Daca o vietate are sase picioare, atunci ea este o insecta.
Daca temperatura aerului scade sub 0°, atunci ingheatd apa.

Structura fiecarei propozitii este de forma daca A, atunci B. Aceasta operatie logica se numeste
implicatie.

Implicatia

Propozitia daca A, atunci B, se numeste implicatie.
Notatie: A — B sau A = B (A implica pe B)

In matematica, la formularea teoremelor folosim foarte des implicatia. Tn acest caz A — B se mai
citeste: A este conditia suficienta a lui B, sau B este conditia necesara a lui A.

A se mai numeste premisa sau ipoteza, iar B concluzie.

Daca ipoteza este adevarata, atunci valoarea de adevar a implicatiei va fi egala cu valoarea de
adevar a concluziei. Prin conventie acceptam ca in cazul cand ipoteza este falsa, implicatia este
adevarata. (Din faptul ca ipoteza este falsa nu se poate trage nici o consecinta asupra conclu-
Ziei).

Implicatia este definita de urmatorul tabel de adevar.

A B A—B
i i i
i h h
h i i
h h i

Implicatia nu este o operatie comutativa, adica A — B + B — A si nu este nici asociativa,
adica(A >B) ->C+A—>(B-0.

Demonstratiile se pot efectua cu ajutorul tabelelor de adevar, acestea vor fi probleme propuse
la sfarsitul capitolului.

Il. In clasa a noua am constatat ca reciproca propozitiei daca A, atunci B este propozitia daca
B, atunci A. (Am schimbat intre ele ipoteza si concluzia)

Daca atat propozitia data, cat si reciproca ei sunt adevarate, atunci propozitia se numeste
reversibila.

Trebuie sa acordam o atentie deosebita acestei probleme, deoarece in mod formal se poate
formula reciproca oricarei propozitii de tip daca A, atunci B. In acest caz vom studia valoarea
de adevdr a propozitiei obtinute si numai dupa aceea putem decide daca propozitia data este
reversibild sau nu.

In matematica au o importanta deosebita propozitiile reversibile.

CLASA A 12-A



In cursul studiilor noastre ne-am ntalnit cu foarte multe teoreme de acest fel. Pentru exemplifi-

care, iata teorema lui Pitagora.

e Daca un triunghi este dreptunghic, atunci patratul laturii celei mai lungi este egal cu suma
patratelor celorlalte doua laturi.

Teorema a fost demonstrata, deci propozitia este adevdrata.

Vom gasi reciproca acestei propozitii daca schimbam fintre ele ipoteza si concluzia.

e Dacad intr-un triunghi patratul laturii celei mai lungi este egal cu suma patratelor celorlalte
doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Teorema a fost demonstratd, deci propozitia este adevdrata.

In consecinta este adevarata si propozitia urmatoare:

e Daca un triunghi este dreptunghic, atunci patratul laturii celei mai lungi este egal cu suma
patratelor celorlalte doua laturi si daca intr-un triunghi patratul laturii celei mai lungi este egal
cu suma patratelor celorlalte doua laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Aceastd formulare este prea lunga, deci o putem simplifica:

e Un triunghi este dreptunghic daca si numai daca patratul laturii celei mai lungi este egal cu
suma patratelor celorlalte doua laturi

De fapt este vorba despre conjunctia (A — B) A (B — A).
In acest caz folosim expresia ... daca si numai daca....
Aceasta operatie logica se numeste echivalenta.

Echivalenta

Propozitia A daca si numai daca B (sau conjunctia a doua implicatii formate din A si B) se
numeste echivalenta.
Notatie: A <> B, sau A < B. (A daca si numai daca B)

In cazul cand formulam teoreme cu ajutorul echivalentei folosim si terminologia: A este conditia
necesara si suficienta lui B, sau B este conditia necesara si suficienta lui A.
Pe baza definitiei, tabelul de adevar al echivalentei se prezinta in felul urmator:

A B A—>B | B>A (A—=>B) N (B—>A
i i i i i
i h h i h
h i i h h
h h i i i
Sau mai concis: Tabelul de adevar

A B Ao B al echivalentei
i i i
i h h
h i h
h h i

Echivalenta este o operatie comutativa si asociativa, ceea ce se poate demonstra cu aju-
torul tabelelor de adevar.
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Sa se demonstreze cd implicatia
a) nu este comutativa:
b) nu este asociativa.

EX®] sa se demonstreze identitatile
a) A->B=(—A)V B
b) A—B=—=(A N (—B).

Sa se arate ca pentru orice propozitii A, B, valorile de adevar ale propozitiillor A — B si
(—B) — (—A) sunt identice.

EW®] Trei persoane spun cate o propozitie. Exista printre ele propozitii echivalente?
Andrei: Nu ploua si plec de acasa cu umbrela.

Daniel: Daca ploud, atunci voi pleca de acasa cu umbrela.

Robert: Nu ploua, sau plec de acasa cu umbrela.

5. Aplicatii

Dupa ce am studiat operatiile logice, cu ajutorul lor se poate preciza structura propozitiilor com-
puse, astfel se pot stabili mai usor valorile de adevar ale acestor propozitii.

Exemplul 1 Sa se precizeze structura propozitiei de mai jos.
Daca suma cifrelor unui numdr natural este divizibila cu 9 si ultima cifra este divizibila cu 5,
atunci numarul dat este divizibil cu 45.

Solutie

Introducem notatiile:

A: Suma cifrelor unui numar natural este divizibila cu 9.
B: Ultima cifra unui numar natural este divizibila cu 5.
C: Un numar natural este divizibil cu 45.

Atundi structura propozitiei noastre va fi: (A A\ B) —» C.

Exemplul 2 Sa se descompund propozitia compusa datd in propozitii simple, dupd care sa se
scrie aceasta propozitie cu ajutorul operatiilor logice.

Daca dupa masa voi invdta si nu dau drumul la calculator, atunci pot sa-mi pregdtesc pentru
maine tema de casa, si voi citi sau voi face jogging.

Solutie

Propozitiile simple care compun aceasta propozitie compusa vor fi:
A: Dupa masa nvat. D: Citesc.

B: Dupa masa dau drumul la calculator. E: Facjogging.

C: mi pregatesc tema de casd pentru maine.



