Matematika

MASODIK KOTET

1

Eszterhdzy Karoly Egyetem
Oktatdskutato és Fejlesztd Intézet



ELOSZO - A TANKONYV TEMAKOREI

Segitségképpen a kotet elején Gjbol bemutatjuk, milyen ti-
pust részekbdl épiil fel a tankonyv.

IEEEEEN : Sok esetben egyszert és gyakorlati

problémak vezetnek érdekes matematikai kérdésekhez.
Tlyenekre taldlhatsz példat a lecke elején a BEVEZETO-ben.

Tl Ebben a részben részletes magya-

razatokkal mutatjuk be egy konkrét feladat megoldasat.

BEEECEIN: 1t rendszerezzilk a matematikai

tartalmakat. Megfogalmazzuk a pontos matematikai fo-
galmakat (definiciok) és allitasokat (tételek) is.

: Igyekeztiink véltozatos feladato-
kat 6sszeallitani egy-egy ordra, a konnyebbekkel kezdve.
A feladatokat nehézségiik szerint szinteztiik. A ® jel arra
utal, hogy a feladat megoldasahoz nemcsak matematikai
tudas sziikséges, hanem tobbféle szempontd elemzés és

probléma megoldas. Ezek az tgynevezett kompetencia
feladatok.

PETETIIITET: Néhany esetben ezt a munkafor-

mat javasoljuk a feladatok megoldésara.
SN - 4-5 feladat az otthoni munkahoz.
XN - 1tt matematikai érdekességeket, 6t-

letes és izgalmas feladatokat talalsz.

eweirszinr ¢ Ezek a részek tdlmutatnak a kozépszinti
érettségi kovetelményeken. Az emelt szint érettségi ko-
vetelményeihez tartoz6 fogalmak, feladattipusok, illetve
szép, preciz bizonyitasok taldlhatok ezekben a részekben.

Ha tartos tankonyved van, amit vissza kell adnod az is-
kolanak a tanév végén, akkor ne irj a tankonyvbe, dol-
gozz a fiizetedbe! (Tébldzatok esetén segitségedre lehet
egy Ontapados jegyzettomb: egy Ontapados lapot tegyél
a tablazat mellé, s arra irhatod az eredményeket.)

6. Vektorok és a hasonlosag

- TOBB HATAS EGY IDOBEN
Hogyan szall le a repiil6?
- PARHUZAMOS EGYENESEK, ES A KOZEJUK
ESO SZAKASZOK
- NEMCSAK HASONLIT, DE HASONLO
Fényképek és tervrajzok
- SZOGMERES UJ EGYSEGGEL

7. Szogfiiggvények

- DEREKSZOGU HAROMSZOGEK, NEMCSAK
NEVEZETES SZOGEKKEL
Milyen meredek? Milyen magas? Mekkora
pallo kell?
- SZAMOLJUNK HOSSZUSAGOT, TERULETET!
Mérések a tavolbdl: milyen magas a torony?

Milyen messze van a haj6?

8. Egyenlétlenségek, egyenletek,
egyenletrendszerek
- EGYENLOTLENSEGEK GRAFIKONOKKAL
ES ALGEBRAI MEGKOZELITESSEL

Amikor intervallum jelenti a megoldast.
- KET EGYENLET, KET ISMERETLEN

Amikor szamparok jelentik a megoldast.
- SZOVEGES FELADATOK

Teriiletekrol, szamokrol, vasarlasrol...
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BEVEZETO

Toljuk el az ABCD négyszoget elGszor az a vektorral, az igy kapott négyszoget
pedig a b vektorral. A mésodik eltolds utan az A,B,C,D, négyszoget kapjuk.

Adjuk meg annak az egyetlen

szOget az A,B,C,D, négyszogbe viszi at!

Megoldds

Az édbrarol konnyen leolvashatd, hogy az ABCD négyszog valoban egyetlen
eltolassal is 4tvihet6 az A,B,C,D, négyszogbe (mert megfelel$ oldalaik parhu-
zamosak és egyenld hosszuiak), az eltolds vektora pedig a c.

eltolasnak a vektorat, amelyik az ABCD négy-

@ Az eltolas tulajdonsagai vizsgalhaték a GeoGebra programmal is.

KIDOLGOZOTT FELADAT

leszallopalya

-

oldalszél

a repiil6gép
sebessége
a leveg6hoz
a reptil6gép palydja képest
a foldhoz képest i
leszallopalya

oldalszél

areptlégép palyaja a repillégép
a foldhoz képest sebessége

a leveg6hoz
képest

Idézet egy internetes cikkbél: ,, A repiilSterek tervezésénél a f6 szempont az uralkodoé szél-
irany, mivel az akar 4 km hosszu palyakat gy kell megépiteni, hogy azok lehetéleg az ott
leggyakrabban jellemz6 szél iranyaban legyenek hasznalhatéak. [...]

Ha a szél nem pontosan palyairanybol fj, vagyis ,,oldalas”, akkor pélyairanyra mer6leges
komponense is van. Ilyenkor a repiil6gép oldaliranyban lesodrédna a palya tengelyvona-
labdl (bal oldali fels6 abra), amit a pilétanak meg kell el8znie. ... A nagygépes repiilésre
jellemz6 modszer a szélre vald ,ratartas”. Ilyenkor a repiildgép tengelyvonala nem par-
huzamos a palyaval, vagyis a foldr6l szemlélve olyan, mintha oldalazva, csuszva repiilne.
Ilyenkor a gép orra kissé a szél felé mutat (bal oldali alsé abra és az alabbi fénykép)”

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Az 4bran az a vektor azt mutatja meg, hogy a vizszintesen repiild, leszallashoz ké-
szl6dé repiil6gép egy masodperc alatt hogyan mozdul el a leszallépalyahoz képest
szélcsend esetén. (A szaggatott fehér vonal a leszallopalya kozépvonala.) R

¥ =

Egy leszallasnal jobbrdl erds keresztiranyu szél fij, amely egy masodperc alatt a b
vektorral mozditja el a repiil6gépet.
Ha a reptil6gép pilotaja nem valtoztatna a szélcsendben megszokott leszallasi folya-

maton, akkor az eredetileg az R pontban 1év6 repiilé hova keriilne egy masodperc

alatt az R, helyett?

Megoldds /

A repiil6gép elmozdulasat a gép motorja és az oldalszél egyiittesen alakitja. A gép egy

masodperc alatti elmozduldsat a ¢ vektorral szemléltethetjiik. A repiilégép tehat az : ’ .
oldalszél hatasara az R, helyett az R, helyre jutna a piléta kozbeavatkozasa nélkil. (A
gép rovid idé alatt elsodrédna a leszallopalyatol.)
Hatdrozd meg a fiizetedben, hogy kiilonb6z6 szél- Told el a megadott kort el6szor az a vektorral, majd
iranyok és szélerGsségek esetén hovd keriil az ere- az eltolas utan kapott kort told el a b vektorral!
detileg az R helyen 1évé repiil6gép a szélcsendben A fiizetedben dolgozz!
»szokasos” R, helyett! (A megadott vektorok jelen-
tése ugyanaz, mint a példédban.)
b
_
P
R a _IR
R a R,
> Jelold meg a K és a P pont eltolasokkal kapott
két-két képét!
Add meg azt az egyetlen eltolast, amely az ere-
deti kort a masodik eltoldssal kapott korbe vi-
szi! Ennek a vektorat jelold c-vel!
Mas vektort kapunk-e, ha elészor a b vektoru,
majd az a vektoru eltolast hajtjuk végre?
R a R| A négyzetracs legkisebb négyzetének oldala
1 egység hosszusagu. Mekkora az a,abésac
vektor hossza?
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3 - Az x — x° fiiggvény grafikonjat told el a megadott YA

vektorral, rajzold meg az eltoldssal kapott grafikont u

A

a fiizetedben! Melyik fliggvény grafikonjat kaptad

meg?

2y

a) JA 0 1

=/

0| 1 a) Add meg az eltolassal kapott grafikonokhoz
tartozo fiiggvényeket!
b) Add meg annak az egyetlen eltolasnak a vekto-
b) yA yE ] rat, amely az eredeti fiiggvény grafikonjat a ma-
sodik eltolas utan kapott grafikonba viszi at!
; U / c) Cseréld fel a két eltolas sorrendjét (eldszor a
1 v vektorral, majd az eltolassal kapott grafikont
ol 1 4 az u vektorral told el), és ismét add meg a ka-

\ pott grafikonokhoz tartozé fiiggvényeket!

d) Rajzold meg annak az eltolasnak a vektorat,

A s Az x —|x| fuggvény grafikonjat told el el6szor az amelyik az x—|x| figgvény grafikonjt az
u vektorral, majd az eltoldssal kapott grafikont told X —|x+2|— 3 fiiggveny grafikonjdba viszi 4!

el a v vektorral! A fiizetedben dolgozz!

1. A vektort alapfogalomnak tekintjiik, nem adunk ra meghatarozast, legfeljebb azt mondhatjuk ra (koriilirasként), hogy
ez egy irdnyitott szakasz.
A vektort az dlldsa, az irdnya és az abszolut értéke (hossza) jellemzi. A vektor dlldsa azt jelenti, hogy melyik egyene-
sekkel parhuzamos. Egy dllason beliil kétféle irdny lehetséges, az iranyt mutatja a nyil hegye. A vektor kezddpontjanak

végpont és végpontjanak a tavolsagat a vektor hossziisdgdnak vagy a vektor abszolit
v értékének nevezzik.

kezdépont 2. Ha két vektor allasa ugyanaz, akkor ezeket egydlldsi (pdrhuzamos) vek-
toroknak nevezziik. Ha két vektor alldsa meréleges, akkor a két vektort is
merdlegesnek mondjuk. Az a vektor hosszanak jele: 1a .

/v/v 3. Két vektort egyenlének mondunk, ha ugyanaz az alldsuk is, iranyuk is, ab-
szolut értékiik is. Egyenl6 vektorok ugyanazt az eltolast hozzak létre.
(Az 4bran a piros vektorok mind egyenl6k; az u és a v kiilonboz6 allasa; a

v és w azonos allasu.)
v v
4,

Két vektor egymas ellentettje, ha ugyanaz az allasuk és az abszolut értékiik,
az iranyuk pedig ellentétes. Egy v-vel jelolt vektor ellentettjének a jele: —v.
A —vellentettjea v.

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



HAZI FELADAT

1 = Egy lassan haladé vonat nyugatrél kelet felé mo- 2 = Rajzold meg a fiizetedben annak az egyetlen elto-
zog, masodpercenként 2 métert tesz meg. Az egyik lasnak a vektorat, amely
kocsiban egy utas , keresztbe” atsétal a vonat egyik a) agjelt grafikont az fjeliibe,
oldalarél a mésik oldaldra, a pontosan szemben b) az fjelt grafikont a / jeltibe,
1év6 helyre. Egy masodperc alatt az utas 1,5 métert c) agjeld grafikont a h jeltibe viszi at!
tesz meg a kocsiban. 7
o b . \ i
a) Valaszd ki a harom abra koziil azt, amelyik a le- VY /]
irt torténéshez tartozhat! h \ | /
E E E 0] 1 5
[ \/
- -
< M M > < N
I
3 s Hany olyan kiilonb6z6 eltolas adhaté meg, amely
az f, g h jeldi grafikonok kozil valamelyik kett6t
b) Mekkora utat tesz meg egy masodperc alatt az egymasba viszi 4t? Add meg mindegyiket egy-egy
utas a vasuti sinekhez képest? vektorral! A fiizetedben dolgozz!

RAADAS

1 > Adj meg olyan eltolast, amely a koordinata-rendszerben az x — | x + 3 |— 4 fiiggvény grafikonjat az x — |x+ 1|+ 5
fiiggvény grafikonjdba viszi at!

2 x Egy merdleges ttkeresztez8dés felé kozeledik két
jarmd. Az autébusz délrdl észak felé halad, sebes-
sége 55 % A személyaut6 keletrdl nyugat felé ha-
lad, és sebessége 70 %

a) Készits 4brat!

b) A buszsof6érhoz viszonyitva milyen irdnyd, és
mekkora sebességgel ,,mozog” a keresztez6dés?

c) A buszsoférhéz viszonyitva milyen irdnyu, és
mekkora sebességgel halad az aut6?
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47 VEKTOROK OSSZEADASA

FELADAT

1 = Hasonlitsd 6ssze azokat D 2cm @ 2 = Jelolje P a DC oldal felez6pontjat!

a vektorokat, amelyek D 2cm C

a 2 cm oldalu ABCD , Py P

négyzet valamelyik csu- S em S em

csabdl a négyzet egy

masik csucsdba vezet- 4 2 et B

nek! A 2cm B

o) LERR o v gl i a) Told el P-t az AB vektorral, majd a P képét az

4] Kéz'il)iik ey weistor lbsohitt Enitlss syl AD vektorral! A két eltolds utan kapott pontot
az . AB abszolut értékével? Melyik egyalldsu az jelsljitk Q-vall Mekkora a PQ tavolsag?
AE el ol . b) Told el P-t az AB vektorral, majd a P képét a

o Bl el o albepoliit st egpenls c AC CD vektorral! A két eltol4s utdn kapott pontot
absgl)ﬁt értékével? Koziilik melyik egyallasa jelsljitk R-rel! Mekkora a PR tévolsig?
az AC vektorral, és melyik mer6leges ra?

Két vektor 6sszeadasa

Ha egy vektor ugyanazt az eltoldst hozza létre, mint az a vektorral és b vektorral vald eltolds egymasutanja, akkor ezt
a vektort az a és a b vektor dsszegének nevezziik. Jele: a +b.

Két vektor 9sszegvektorat uigy szerkesztjilk meg, hogy egymashoz csatlakozva mérjiik fel a vektorokat (a masodik vektor
kezdépontja legyen az elsé vektor végpontjaban), és megrajzoljuk az elsé vektor kezdépontjabdl a masodik vektor vég-
pontjaba mutato vektort. Ha a két ,,6sszeadandd” nem egy-

allasa, akkor a paralelogramma-szabadllyal is megkaphatjuk ~ a+b b a+b b
. . o, —_——p

az Osszegvektort. Ezt mutatja a harmadik abra. a

Kiegészitések :

- Ha két ellentett vektort adunk 6ssze, akkor az 6sszegvektor kezdépontja és végpontja egybeesik, vagyis 0 az 6sszeg-
vektor hosszisaga. A nulla hosszusagt vektort nullvektornak nevezziik. A nullvektor jele irdsban 0, nyomtatasban 0.

- A Kkét vektor dsszeadasanak nevezett mtiveletnek nincs semmi koze a két szam 6sszeadasakor megismert muvelet-
hez. Két vektor dsszeaddasakor ,semmi sem adodik dssze” a sz6 ,,hagyomanyos” értelmében. Sem a vektorok hosssza
(kivéve az egyiranyu vektorok esetét), sem pedig az iranya (ezt egyébként sem tudnank értelmezni...). A most defi-
nialt mavelet nevét (és a jelét is) a matematikusok ,,kényelmességének” koszonhetjiik.
A fizikaban két vektor 6sszege helyett a két vektor ereddje elnevezés (is) haszndlatos, de a mtvelet jele itt is a valds
szamoknal hasznalt + szimbolum.
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FELADAT

3 = Az abran megadott vektorok mindegyikének racspont
a kezd6pontja és a végpontja is (rdcsvektorok). A racs
legkisebb négyzetének oldalhossza 1 egység. :
b >
a) Add meg mindegyik vektor hosszat! a /
b) Van-e a vektorok kozott két azonos allasu? Es két .
azonos iranyu?
c) Szerkeszd meg a rics segitségével a kovetkezd y
vektorokat a fiizetedben:
b+a, a+b, b+c, c+b,
at+c, d+a, b+d!
d) Szamitsd ki a megszerkesztett 9sszegvektorok hosszat!
A vektordsszeadas kommutativ miivelet a
A paralelogramma-abra nem egyallasu vektorok esetére mutatja, hogy a vektordsszeadas b
két tagja felcserélhetd: barmely a és b esetében a+b=b + a. b
Ez a kapcsolat egyallast vektoroknal is fennall.
a
Adott az abran harom récsvektor: a, b és c. Kivalasztunk Megoldds
kozilik kett6t és osszeadjuk 6ket, majd a kapott Gsszeg- Hérom vektor kozill haromféleképpen lehet kivalasz-
vektorhoz hozzdadjuk a harmadik vektort. Hany kiilonbo- tani kett6t. A két kivalasztott vektor Osszege nem fiigg
z6 vektort kaphatunk a masodik 6sszeadas utan? a sorrendjiiktSl, tehat az elsé Osszeadas haromféle lehet:
. (a+b), (b+ c) vagy (a+ c). A harmadik vektornak és
az el6bb kapott Osszegvektornak az 9sszege fiiggetlen a
. sorrendt6l, tehdt csak az (a+ b)+ c,az a+ (b+c) ésaz
a ~Db afly T~b a f NPT
j‘ Ab P . (a.+ c)l+ b eseteket kell rflengsgalnl. ) ,
- g RPN N 3 Mm.dharom esetet megr'tl],zolva,azt, a mfglepo ered’menyt
< 4 s o \ o, kapjuk, hogy a csoportositasoktol (és az 6sszeadanddk sor-
& N $ rendjétdl is) fliggetleniil csak egyféle vektor (az abran a pi-
y \QT \ﬂ DTN ros szinnel jelolt vektor) lehet a harom vektor dsszege.
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A vektorosszeadas asszociativ miivelet

Két vektor Osszegét definidltuk, barmely két vektor Gsszege egy vektor (ami akar a 0 g

is lehet). Ha harom vektort kell 6sszegezni, akkor eldszor két vektort adunk 6ssze, majd az

igy kapott 6sszegvektorhoz hozzaadjuk a harmadik vektort. N ¢
Az ébrén egymdshoz csatlakozva mértiik fel sorban az a-t, a b-t és a c-t. Igy jol latszik:

mindegy, melyik két vektort adjuk Ossze az els6 1épésben, vagyis barmely a, b és ¢ esetében =

(a+b)+c=a+(b+c).
Felesleges tehat zérojeleket irni: (a+ b)+ c=a+(b+c)=a+b+c.

Az is igaz, hogy kett6nél tobb adott vektor 6sszegét megkapjuk, ha (tetsz6leges sorrend-
¢ ben) egymashoz csatlakozva mérjiik fel a vektorokat, és megrajzoljuk az elsé vektor kezd6-
pontjabol az utols6 vektor végpontjaba mutatd vektort.

a+b+c+d+e

FELADAT

4 = Rajzold meg az abra vektorainak 6sszegét a fiize- a) =
tedben!
a) =
Y
< b)
\4
b)

6 = a) Az ABCD téglalapban AB =4 cm, AD = 3 cm.
Szémitsd ki a BA + BC abszolt értékét!

b) Szamitsd ki a BA + BD abszolut értékét!

c) Az ABCD rombusz oldalhossza 4 cm,
5 s Az abran megadott vektorokhoz rajzolj hozza még ABC<T = 60°

egy vektort ugy, hogy az dbra vektorainak 6sszege Mekkora a BA + BC hossza? Es az 4B + BC

1A fii !
0 legyen! A fiizetedben dolgozz! hossza?
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HAZI FELADAT

1 5 Rajzold meg a két vektor Osszegét a fiizetedben! (A négyzetnek és a szabdlyos hatszégnek adotta kbzéppontja is.)
a) b) €) a _ d)
a » -
|- N e N T
\ b Y < h
b a

S |a|= 6 cmés|b|= 2,5 cm, a vektorok allasarél nem tudunk semmit.

a) Legfeljebb mekkora lehet az |a 4+ b |2 Rajzolj egy ilyen esetet!
b) Legalabb mekkora az |a 4 b |? Rajzolj egy ilyen esetet!
c) Szamitsd ki, mekkoraaz|a+ b|,ha a L b!

Adj meg
a) 3 b) 4 c) 5
olyan vektort, amelyeknek 0 az 9sszege!

Szerkeszd meg a K pontbdl az ABCD trapéz csticsaiba vezet6 négy vektor osszegét! (K a trapéz atléinak metszés-
pontja.) Hol van ennek a vektornak a végpontja, ha a kezdépontjat K-ba helyezed? A fiizetedben dolgozz!

b) c) D 3cm C
D 3 cm C D 3cm C
K
K K
6 cm B A 6 cm B A 6 @m B

RAADAS

Rajzold meg egy ABC hromszdg koriilirt kirét! A kér kozéppontjat jelold K-val! Milyen allasti a KA ésa KB osszege, ha

az ACB<
a) hegyesszog; b) derékszog; c¢) tompaszog?

47. lecke | VEKTOROK OSSZEADASA
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48 KET VEKTOR KULONBSEGE

KIDOLGOZOTT FELADAT

1. Hogyan vélassza meg a pilota repiil6gépének a leve-
g6hoz viszonyitott sebességét, ha a biztonsagos le-
szallashoz az el6irt sebességgel kell haladnia a f6ld-
hoz képest, de erds oldalszél fj? A repiilégép az R
pontban van, a leszallashoz a f6ldhoz képest e el6-
irt sebességvektorral kellene repiilnie, az oldalszél se-
bességét az s adja meg.

SIS

Megoldds

A 46. lecke kidolgozott feladataban lattuk, hogy a foldhoz
viszonyitott sebességvektort megkapjuk, ha a reptilégép
levegbhoz viszonyitott v sebességvektorahoz hozzaadjuk
a sz€l sebességvektorat. Tehdt e = v+ s. Ennek alapjan

FELADAT

1 5 Melyik vektort adjuk hozza a v-hez, hogy
a) ak-t, c) a0-t
kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

b) az m-et,

2 5 Melyik vektort adjuk hozza a k-hoz, hogy
c) a0-t
kapjuk? Rajzold meg a vektorokat a fiizetedben!

a) av-t, b) az m-et,

konnyen szerkeszthetd a v, hiszen ha az R pontbdl inditjuk,
akkor az utana flizott s végpontja éppen az e végpontja lesz.

QMR;////

A repiil6gépnek - az abra tanusaga szerint — a szélcsend-

ben szokasosnal nagyobb sebességgel kell a levegéhoz ké-
pest haladnia, és ,,ra is kell fordulnia” a széliranyra. Emiatt
a repiilgép hossztengelye nem lesz parhuzamos a leszallo-
palya tengelyével.

Megjegyzés

A vvektort az e és az s kiilonbségvektordnak nevezzik, az s
vektort pedig az e és a v kiilonbségvektordnak.
Jelekkel:v=e—s és s=e—wW.

/ k m
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Két vektor kivonasa

Ha ¢ =a + b, akkor az a vektort a c és a b kiilonbségvektordnak (roviden: kiilonbségének) mondjuk. Jele: ¢ — b. Azt a mii-
veletet pedig, amely a c-bél és a b-bdl eléallitja a kiillonbségiiket, kivonasnak nevezziik.

Az dbra szerint ¢ = a + b, és igy a kiilonbség definicidja szerinta = c —b.
Hogyan szerkeszthetd tehat a ¢ — b? A b-t és c-t kozos kezdépontbol mérjiik fel; a kivonandé vek-

b tor (b) végpontjabdl a kisebbitendd vektor (c) végpontjaba mutat6 vektor adja a ¢ — b kiilonbségvek-
tort.
u-v
Ez a megfigyelés egyallasu vektorok esetén is érvényes. = >
u v

Megjegyzés
Vegyiik észre: b+ (c —b) =césc—b =c+ (-b)!

KIDOLGOZOTT FELADAT

2 . Irjuk fel a paralelogramma étlévektorait a paralelog- 3. Milyen kapcsolat van aza — b és a b — a kozott?
ramma két, kdzos pontbdl indulé oldalvektora segit-

ségével!

Ha az el6z6 feladatban megadott f atlovektor ellentettjét

tekintjiik, akkor lathatjuk, hogy ez éppena b —a.
Ezek szerint aza — b és a b — a egymas ellentettje:
Azt mar korabban lattuk, hogy e = a + b, a két vektor kii- —(a—b)=b—aés—(b—a)=a—b.

16nbségénél mondottak szerint pedig f =a — b.

Ha két nem egyallasu vektort kozos kezdépontbol mé-
riink fel, akkor a paralelogrammava kiegészitett abran
egyszerre szemlélhetjiik a két vektor osszegét és kii-

16nbségét is.

FELADAT

3 s a) Az ABCD téglalapban AB = 6 cm, AD = 2,5 cm. 4 = Mutasd meg konkrét példakon, hogy igazak az alab-
Szdmitsd kia BA + BC ésa BA — BC abszolut bi dllitasok!
értékét! a) a—b=-b+a
b) Az ABCD rombuszban |BA + BC | = 8 cm, h) a—b+c=a+c—b
|E¢1)—B_C)|=6cm. c)a—-(b+c)=a—b—c
Mekkoraaz AB + DC hossza?
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5 5 Adott a konvex ABCD delto- A b) Melyik igaz, melyik hamis a kovetkez6 kijelentések

id, amelynek AC a szimmet- kozil?
riadtloja. B D I. AB— AD = DB;
a) Rajzold megaz AB, AD, I. AB— CB=AC:

CB.CD ! .
CB, CD oldalvektorokat! L. AB— AD = CB— CD ;

IV. BA—BC =DA-DC;
V. AB + BC merdleges (CD + BC )-re;
VI. AB— CBE+ CA = 0.

HAZI FELADAT

1 = Rajzold meg az u - v vektort! (A hatszog szabalyos, 2 = Melyik vektorral egyenld?
a kozéppontja is adott.) a) (a-b)+(b-a)
a) / A c) b) c+d-a+(-¢c)-d
; c) a+b-(b-a)+(-a)

Milyen kapcsolat van a nem egyallast u és a v ko-

b) /7 d o\ z6tt, ha
(ot G o) Ju+v|=|u=v]
b) az (u + v) vektor merdleges az (u - v) vektorra?

(V4]
Y

RAADAS

I. Milyen hosszu lehet két vektor Gsszege, illetve kiilonbsége?
Az egyszert(ibb formak érdekében hasznaljuk a vektor abszolut értékére a kovetkezd jeldlést: |v|= v.
A v tehat egy nemnegativ valos szamot jelol, a v hosszat.

1. Haaésb egyallasu és egyiranyu, akkor

a _ a _ b|
la+b|=a+ 0, b . - -
la—b|=|a—b]| - ath altb g

2. Haa ésb egyalldsu és ellentétes irdnyu, akkor

a b a
la+b|=]a—1b|, " > >
la—b|=a+b. adb I alb >

3. Ha a és b nem egyallasu, akkor gondoljunk a paralelogramma-szabalyra!

Hasznadljuk fel azt az ismeretet, hogy a haromszog oldalhosz-

sza kisebb a masik két oldal 6sszegénél, és nagyobb a masik

két oldal kiilonbségénél. Ennek megfeleléen
l[a—b|<|a+b|<a+bés|a—b|<|]a—Db|<a+b.

1-3. A harom esetet egyiitt igy irhatjuk le: |a — b|<|a+ b|<a+ bés|a—b|<|a—b|<a+b.
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II. Valtozasok

»Nincs, ami nem vdltoznék, minden vindorol egyre,
Viltoztat s felforgat a természet keze mindent.”
(Lucretius romai koltd, Kr. e. I. sz.)

Az id6 muldsa sokszor egyiitt jér a véltozassal. A valtozast a hétkéznapokban kifejezhetjiik szemléletesen (,Oh, mennyit
nétt ez a gyerek tavaly 6tal”) és pontosabban (,Hiztam két kilot”; ,Otezer forinttal tobbet kaptam, mint a mualt honapban?).
Minden esetben ugyanarrél van sz6. Egy kordbbi allapotot hasonlitunk 6ssze valamilyen szempontbol egy késébbi allapot-

tal. Példaul a tavalyi magassagunkat az ideivel, a mult heti testtomegiinket a jelenlegivel, a mult havi fizetésiinket az e havi
fizetésiinkkel.

Hogyan fejezziik ki a valtozast?
Minden esetben a kivonas miivelete segitségével: az idei testmagassagunkbdl kivonjuk a tavalyi testmagassagunkat, a jelen-

legi testtomegiinkbél a multkori testtomegiinket, az e havi fizetésiinkb6l a malt havi fizetésiinket. A kivonds eredményével,
a kiilonbséggel fejezziik ki a valtozast.

Ez nem csak az egyetlen szammal kifejezheté mennyiségek (skalarmennyiségek) esetében van igy, a fizika minden olyan
esetben ezt haszndlja a mennyiségek megvaltozasanak kifejezésére, amikor a kivonas muvelete értelmezve van. Minden
esetben ugyanaz a ,,séma’: ,valtozas” = ,,végallapot” - ,,kezdGallapot”.

Nézziink erre két olyan példat, amelyben a fizikai mennyiséget vektorral lehet leirni!

1. példa
Egy mozg6 test az A pontbol a B pontba keriilt. Hogyan valtozott meg a helyzete?

Kezdetben az a helyvektor adta meg a test helyzetét, a vég-

B A allapotban pedig a b helyvektor. (A koordindta-rendszer- A
b-a ben elhelyezkedd vektorok koziil azokat nevezzik hely-
vektoroknak, amelyeknek az origé a kezdSpontja.) Tehat
b 4, hogyan viltozott meg a test helyzete? b B
»valtozas” = ,végallapot” — , kezddallapot”
* _ A test helyzetének megviltozasat az AB = b — a kiilonb- a
g ségvektor (az elmozduldsvektor) adja meg! >

2. példa
Egyenletes kormozgast végzo test sebességvektoranak a hossza nem valtozik, csak a vektor iranya. Hogyan valtozott meg a
test sebességvektora, amig a korpalya A pontjabol a B-be jutott?

A vélasz most is egyszerti:

B -\ »valtozas” = ,végallapot” — , kezdéallapot”. o
A sebességvaltozas: v, — v,, azaz a két sebességvektor kii- =
N/ \  lonbségét kell megadnunk. Ezt a kiilonbséget a lapon bar-

/' hol megszerkeszthetjiik, hiszen a sebességvaltozis vektord- B 8
AN ,/ nak megadasahoz csupan azt kell tudnunk, hogy ez a vek- 7 P
“““ tor milyen iranyu és mekkora nagysagu.
Az elmondottak egyértelmiivé teszik, hogy az egyenletes
kormozgast végzé test sebessége allanddan valtozik, ezért ~ 7
ez gyorsulé mozgas (a sebességvektor nagysaga mindvégig

ugyanakkora marad, de iranya folyamatosan valtozik).
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49 VEKTOR SZAMSZOROSA

BEVEZETO

Hogyan fejezhetjitk ki az i és a j segitségével (a vektorossze-
adas muveletét alkalmazva) az dbran lathato tobbi vektort?

Y

Megoldds

a=it+titi

b= (=j) + (=)

c=i+j,

d=i+i+i+ () + (),

e=(=i) + (=1) + (=i) + (=) + ().

KIDOLGOZOTT FELADAT

Milyen kapcsolatban van az AD abésac Osszegével?

D

16

Y
\ 4
Y
Y

i /

Y

A
A
A

vy vV T// i/

Kiegészitések

- Az a vektor egyallasu és egyiranyu az i vektorral, és
3-szor olyan hosszu, ezért azt is mondhatjuk, hogy az a
az i-nek a 3-szorosa. Jeloléssel: a = 3i.

- A b vektor egydllasu és ellentétes irdnyu a j vektorral, a
hossza pedig kétszerese a j hosszanak; ezért azt is mond-
hatjuk, hogy a b a j-nek a (—2)-szerese: b = —2j.

- Ad=a+ b, ezért a fenti jellések alkalmazdsaval:
d=3i+(-2j).

- Az e felirhaté igy: e = (—a) + b. A fentiek miatt
—a = —3j, tehat e = —3i + (—2j).

Megoldds

Az 4bra szerint az AD a szabalyos hatszog 4tlovektora, a b
és ¢ a hatszognek az A pontbdl indulé két oldalvektora, K a
hatszog kozéppontja.

A szabdlyos hatszog tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy
b+c= AK.

Ez egyallasti és egyiranyti az AD -vel, és fele olyan hosszu.
Ezért azt is mondhatjuk, hogy

AD =2(b + c) vagy mésképp: b + ¢ = %H)’

VEKTOROK ES A HASONLOSAG



Definicio: vektor szamszorosa \/V

Egy ¢ pozitiv szam és egy v vektor szorzata az a vektor, amely a v vektorral egyallasu / ,
\4

és egyirdnyu, abszolut értéke pedig c-szerese a v abszolut értékének: |cv| = c- |v|. -«

Egy d negativ szam és egy v vektor szorzata az a vektor, amely a v vektorral egyal- L

last és ellentétes irdnyu, abszolut értéke pedig |d|-szerese a v abszolut értékének:

v =1d]|-|v].

Fontos specidlis eset: (—1)v = —v, ez a v ellentettje.
A 0 és egy v szorzata a nullvektor: Ov = 0.

Kiegészitések
- A kovetkezd vektorok egyenlok:
(—3)a [ez az a-nak a (—3)-szorosa],
3(—a) (ez az a ellentettjének a 3-szorosa),
—(3a) (ez a 3a ellentettje).
Tehat (—3)a = 3(—a) = —(3a) = —3a. A —3a zardjel nélkiili jeloléssel ezek koziil barmelyikre gondolhatunk.

- ,Negativ szam és vektor szorzasa’, ,,két vektor kiilonbsége”, ,vektor ellentettje”: mindharom esetben ugyanazt a szim-
bolumot hasznaljuk: a ,—” jelet, de mindharom esetben teljesen mas a jel matematikai tartalma (valds szam eldjele,
két vektor kivonasanak jele, vektor ellentettjének a jele).

Ezért nem ,akadékoskodds” olyan egyszertinek latszé dolgokon kissé elgondolkodni, hogy miért is irhatjuk példaul:
a— (5b) =a+ (=5)b =a + 5(—b), vagy a leggyakoribb felirdssal: a — 5b.
- A bevezet6 feladatban ¢ =i + j, amit irhatunk igy is: ¢ = 1i + 1j.

FELADAT

1 = Mutasd meg, hogy a Bevezet6 feladat dbrdjan meg- Keresd meg a berajzolt vektorok kozott az alabbi
adott d és e Osszege a (—4j)-vel egyenld, és d — e = 6i! vektorokat:
1o p: 1 s
S(a b); 2(a+ b); a;

D = Jeloljiik i-vel azt a vektort, amely az origdbdl az .
q g g ] 1 . —b: 2(b—
(1; 0) pontba vezet, j-vel pedig azt, amelyik az ori- S(a+b); b; 5 (b—a)!
goébdl a (0; 1) pontba vezet.
A 46. lecke hazi feladataban foglalkoztal azokkal a
vektorokkal, amelyekkel az itt 1évé egyes parabola-

kat valamelyik madsikba tolhatjuk el. Fejezd ki eze-

ket a vektorokat az i és a j segitségével!

YA — —
\ f / A 5 Azittlathat6 kockaban legyena = AB,b= AD,
c= AE . Ird fel ezeknek a vektoroknak a segitsé-
\L Y /1] g
\ 1 / gével az alabbi vektorokat:
! 0T > BF; CH; BH ; D*Q: ahol Q a BF szakasz fele-
X
zépontja!
\ / - .
4
E F
3 s Egy paralelogramma két oldalvektora a és b. A D .
paralelogrammaba berajzoltunk néhany vektort. (A

bels6 vektorok a szimmetriakozéppontba mutatnak.) A B
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