. MATEMATIKAI
LOGIKA

,Oh6 alljunk csak meg. On azt mondja, a régeszmém, hogy 6riilt vagyok. De hiszen tényleg az
vagyok, az imént mondta. De hiszen akkor ez nem régeszme, akkor az egy logikus gondolat. Tehat
nincs rogeszmém. Tehat mégse vagyok &riilt. Tehat csak rogeszme, hogy 6riilt vagyok, tehat rogesz-
mém van, tehat Griilt vagyok, tehat igazam van, tehat nem vagyok G&riilt. Mégiscsak gyonyori dolog
a tudomany!”

(Karinthy Frigyes: Betegek és bolondok)

Az emberek gondolkodasmadjaban, kommunikaciés kultdrajaban mindig is meghatdrozé elem
volt a logika. A kovetkeztetési szabdlyok alkalmazasai éppugy fellelhetSk az 6kori gordg filozéfusok
frasaiban és a k6zépkori teoldgiai hitvitdakban, mint a késébbi korok tudomanyos munkaiban. A mate-
matikai logika ,karrierje” napjainkig tart; jelentSs alkalmazasi teriletei példaul a filozoéfia, a szimbo-
likus nyelvészet és az informatika.
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A 10. osztalyban megismerkedtiink néhany egyszer( logikai alkalmazassal. Megvizsgaltuk a mate-
matikai allitasok tulajdonsdgait, az allitasok megforditasat és tagadasat, és elemeztiik a szlikséges és
elégséges feltételek kapcsolatat. Idén elmélyitjiik ismereteinket. A kovetkezd leckékben pontosan rog-
zitjik a matematikai logika objektumait, ezek tulajdonsagait és a kozottik haté miiveleteket, valamint
formalizaljuk az eddigi tapasztalatainkat is. Ebben a leckében vegyes feladatokat valogattunk a tagabb

értelemben vett logika témakorébdl.

Nagy Kéroly német-rémai csaszar udvardban élt Alcuin (735-804), koranak hires tudésa. O volt a csaszar kor-
nyezetében €IS ifji nemesek nevelGje, és a lovagi erények tanitasa mellett a gondolkodas mivelését is fontosnak
tartotta. Egyszer(, j6zan ésszel megoldhaté problémadkat t(izott ki, amelyek szerinte ,élesitik az ifjak elméjét”.
A feladatok koziil jonéhany a mai napig friss maradt, s része lett a matematikai folklérnak; masokkal pedig a

rejtvényirodalomban talalkozhatunk, leginkabb a talalés kérdések mdifajaban.

Alcuin egy kozismert feladata a farkas, a kecske és a kaposzta athajézasarél szol.

Egy révésznek kis csénakjan at kell szallitania a folyon egy farkast, egy kecskét és egy kosar
kaposztat. Sem a farkas és a kecske, sem a kecske és a kaposzta nem maradhat egyitt Grizet-
lendil. A csénakban pedig egyszerre csak egyikiik — vagy a farkas, vagy a kecske, vagy csak a
kaposzta — fér el a révész mellett. Mit tegyen a révész?

Megoldas

Az egyszer(i algoritmus els6 [épése adddik: elGszor a kecskét kell atszallitani. (Egyébként
a parton maradék valamelyike megenné a masikat.) Ezutan viszont dgy tiinik, megakadtunk:
akar a kdposztat, akar a farkast viszi at a révész, a tulparton Osszeférhetetlenség alakul ki.
A trikk az az észrevétel, hogy a révész visszafelé is szallithat a csonakjan.

A kecske atszallitasa utan két lehetGsége van a révésznek.

I. Atviheti a farkast, visszahozza a kecskét, atviszi a kaposztat, majd visszatér a kecskéért.

Il. Vagy az el6z6 eset ,szimmetrikus parjat” hajtja végre: atviszi a kaposztat, visszahozza a
kecskét, atviszi a farkast, majd visszatér a kecskéért.

Megjegyzés

Az algoritmust szimbdélumokkal is leirhatjuk. Ha F, K, k jel6li rendre a farkast, a kecskét és a kosar
kaposztat, és a — és < nyilak a csénak két mozgasiranyat, akkor a megoldasok a kovetkez6képpen
formalizalhatok:

. (K—), (&), (F =), (K<), (k>), («), (K—>).

1. (K—=), («), (k =), (K<), (F>), (<), (K—).

(Itt természetesen («—) az Ures jaratot jelenti.)

Alcuin

Angol szarmazasu egy-
hazi matematikus, kora-
nak kiemelkedd tudosa.
775 kordl latin nyelven
megirt konyvének a cime
, Problémak az ifju elmé-
jének frissitésére”. A fel-
adatok egy része keleti
szarmazdsu, mar kordb-
ban ismert volt. A m{
sokaig mintaként szol-
galt a kés6bbi tankonyv-
iroknak.
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Egy kicsit nehezebb Alcuin kovetkezé feladata.

Harom féltékeny férj, mindegyik a feleségével, at akar kelni egy folyén, ahol az atkeléshez egyetlen
kétszemélyes csonak all rendelkezésiikre. Hogyan keljenek at a tils6 partra, ha a férjek ragaszkodnak
ahhoz, hogy feleségiik ne maradjon nélkiiliik férfi tarsasagaban?

Megoldas

Jelolje A, B és C a férjeket, a, b, c a megfelel6 feleségeket; valamint a
csonak mozgasanak két iranyat a — és < nyilak. Néhany sikertelen pro-
balkozas utan most is nyilvanvaléva valik, hogy a feladat csak tgy oldhat6
meg, ha a visszalton alkalmanként két személyt utaztatunk a csénakkal.

Tobbféle megoldas van, egy lehetséges eljaras a kovetkez6: (A, a —),
(« A), (b, c =), (< a), (B, C =), (< B, b), (A, B =), (< ¢), (a, b —),
« O), (C, ¢ —»). Erdemes az algoritmus |épéseit papiron, ceruzaval
végigkovetni, s ellendrizni, hogy a két parton valéban teljestilnek a sze-
mélyekre vonatkozé feltételek.

Két tipikus logikai feladat kovetkezik, egy Gn. elemi 6sszetartozasos probléma, valamint egy szami-
togépes jaték elemzése.

Egy Pécsr6l Budapestre tarté vonat fiilkéjében négy lany il: Anna, Bea, Cili és Déri. A négy utas lak-
helye — valamilyen sorrendben — Pécs, Budapest, Mohacs és Szekszard.

Az alabbi (1)-(4) kijelentések alapjan allapitsuk meg, hogy ki hol lakik!

(1) D6ri mar t6bbszor jart latogatoban Pécsett.

(2) Bea idGsebb a Pécsett laké lanynal.

(3) Annat a végallomason varja a baratja, aki betegség miatt maradt otthon k6z6s lakasukban.

(4) D6ri a buséjarasrél jon haza.

Megoldas

Az egyszer( feladatra tobbféle megoldas adhatd. Ezek kdzos jellemzsje, hogy a kozolt informaciok
segitségével folyamatosan szGkitjik a lehetGségeket. Az alabbiakban a jol hasznalhaté tdblazatos méd-
szert alkalmazzuk.

Ennek az a lényege, hogy az adatokat és Gsszefiiggéseket egy 4x4-es tablazatba foglaljuk dgy, hogy
az Osszetartozo elemparokat valamilyen jellel, mondjuk egy 1-essel jel6ljiuk. Példaul megtehetjiik, hogy
a tabldzat soraiban a lanyokat, az oszlopokban pedig a varosokat soroljuk fel (kezdGbetdikkel); s a tab-
lazat ,A” sordba és ,Bp” oszlopaba irt 1-es jel azt jelenti, hogy az ,A” lany a ,Bp” varosban lakik. Ekkor
tehat a tdbldzatban Gsszesen négy 1-es jel lesz: minden sorban és minden oszlopban pontosan egy
darab. A maradék mezé6ket pedig kitolthetjiik 0-val, ami arra utal, hogy a megfelel6 személy és varos
kozott nincs kapcesolat.

El6sz6r megallapitjuk, hogy a vasttvonalon az allomasok sorrendje Pécs, Szekszard, Budapest; s erre
a vonalra csatlakozik a mohdcsi utas. Ezutan az (1)—(4) informaciok segitségével folyamatosan néveljik
a kizarasok szamat.
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(1) miatt D6ri, (2) miatt Bea nem lakik Pécsett, (3) miatt Anna budapesti. Ezen informéaciékat jel6l-
tuk az 1. tablazatban.

P | Sz | Bp | M P | Sz | Bp | M P | Sz | Bp | M
A 1 A 0 0 1 0 A 0 0 1 0
B 0 B 0 0 B 0 0
C C 0 C 1 0 0 0
D 0 D 0 0 D 0 0
1. tablazat 2. tablazat 3. tablazat

Mivel Anna budapesti, az ,A” sor és ,Bp” oszlop tovabbi celldit 0-akkal tolthetjik ki. fgy kapjuk a
2. tablazatot. (Anna mar nem lakhat mashol, és mas nem lakhat Budapesten. Altalaban is igaz, hogy ha
valamelyik sorban vagy oszlopban szerepel 1-es, akkor a tovabbi sor- és oszlopmezék nullakkal tolthe-

t6k ki.)

Most észrevehetjiik, hogy Cili Pécsett lakik, mert a ,P” oszlopban P | Sz |Bp | M
kell lennie 1-esnek, és eddig harom O szerepel. Ebben az esetben az A | o 0 1 0
elemi kizarasok tehat eldont6 informdciéva alltak 6ssze. A 3. tablazat-
ban jel6ltik az eldonts informdacié miatti kizdrdsokat. B | 0O [ O0] 0|1

Végiil (4) miatt D6ri nem mohadcsi, igy a befejezés egyértelm(: Dori C 1 0 0 0
szekszardi, Bea mohacsi (4. tablazat).

Az Osszetartoz6 lany-varos értékparok tehat (A, Bp), (B, M), (C, P) D 0 1 0 0
és (D, Sz). 4. tablazat

Megjegyzés

Ennek a régi 8. osztdlyos felvételi feladatnak csak akkor van egyértelm(i megoldasa, ha a szovegosszefiiggés
alapjan feltételezziik, hogy Anna is pesti lakos, csakigy, mint a baratja. Szigordan véve a (3) allitasb6l ez nem kovet-
kezik. (Hasonlé feladatokkal gyakran taldlkozhatunk.)

Az ismert szamitégépes jaték, az Aknakeresé egyik részal-
lasa a kovetkez6:

Itt az 1 és 2 szamok azt mutatjdk, hogy az adott mez6-
nek hany olyan szomszédja van, amely aknat (bombat) tartal-
maz. (A cslcsbeli szomszédsag is szamit, tehat a tabla kdzepén egy mezbnek nyolc szomszédja van.)
A szlirke szin pedig mar a biztonsagos mezGket jelzi, azaz azt, hogy ezeken nincsen akna. A feladat
annak meghatdrozasa, hogy a maradék nyolc mez6k melyike tartalmazhat még bombat.
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Megoldas

Matematikai szempontbdl példaul a kovetkez6képpen formalizalhatjuk a feladatot.

Bevezetjlik az abra szerinti a, b, ¢, d, e, f, g, h valtozokat; ezek értéke 1, ha a mez6jiikdn akna talal-
hat6, egyébként 0.

Az alulrdl els6 sorban, az els6 1-es miatt felirhatjuk, hogy (1) a + b = 1. Az egyenlet jelentése: mivel
az els6 1-es mezd pontosan egy bombaval szomszédos, ezért a vagy b koziil pontosan az egyiken van
bomba; igy 6sszegiik pontosan 1.

1
1
2
1
1

8

e

C

S| ||

a

1

—_

Ugyanezt az egyenletet kapjuk a sorban méasodik 1-es miatt is, de a harmadik 1-es Gj informdciét ad:
(2) b = 1. (Hiszen ez a mez6 1 aknas cellaval szomszédos, és csak a b johet szoba.)

A harmadik oszlopban, lentr6l folfelé haladva tovabbi négy Gsszefiiggés irhatd fel, igy az alabbi
egyenletrendszert kapjuk:

()a+b—1,
(2) b
(3)b+d—1
A b+d+f=2,
G)yd+f+h=1,
6)f+h=1.

Az egyenletrendszer megoldasa a {0, 1} halmazon egészen kénnyd. (2)-t felhaszndlva (1)-b6l és (3)-
béla=d=0, (4) és (5) kiilonbségébdl h = 0, végil (6)-bol f= 1 adddik. ElsS kdzelitésben bombak tehat
a b és f mez6kon vannak, az a, d és h mez6kon pedig nincsenek.

g 1
B 1
c 2
B 1

1 1 1

Ha tovéabbi informaciénk nincs, akkor a ¢, e és g mez6k mindegyike két-két allapoti lehet (vagy tar-
talmaznak aknat, vagy nem), igy a bombak elhelyezésére a kezdGalldsban Gsszesen 2° = 8-féle lehetd-
ség van.

Persze a kezd6allasban lehetnek segit6 informaciok. Ha példaul a jaték végén tartunk, akkor tudjuk,
6sszesen hany aknat kell még megtalalnunk. Ha ez a szam 2 vagy 5, akkor készen vagyunk: a tovabbi
c, e, g mezok dllapota egyértelmden ismert.

A jaték folytatasa soran a jobb egérgombbal elhelyeztiik a b és f helyre az aknat (hbombét: B), vala-
mint a bal egérgombbal rakattintottunk az a, d és h mez&kre. Ekkor a gép kiirta, a jatékszabalynak meg-
felel6en, hogy a kérdezett mez&kkel hany bomba szomszédos, és a kdvetkez6 abrat kaptuk:
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1 Innen a jaték konnyen befejezhets. A két
bomba k&z6tti mez6 — ezt korabban d-vel jeldltiik
— 2-es jelzést, tehat két bombaval szomszédos.
2 Ezeket a bombdkat mar meg is talaltuk, a mez6
alatt és folott, ezért (7) c+ e =0, azazc=e = 0.
A masik észrevétel, hogy a korabban h-val jeldlt
1 1 1 mez4 is két aknaval szomszédos, s ezekbdl csak 1
egy ismert, az alatta levé. Igy (8) e + g = 1.

A két egyenletb6l ¢ = e = 0, g = 1 adédik,
készen vagyunk.
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Andras, Béla és Csaba jaték kozben betort egy ablakot.
Keresték a tettest, és ezért mindegyikiiket megkérdezték,
hogy kinek a lelkén szarad az ablak betorése. A kovetkez6
(1)—(3) valaszokat kaptak: = =

(1) Andras: Béla volt.

(2) Béla: Csaba torte be az ablakot. =
(3) Csaba: Nem én tortem be az ablakot. =m0
Ki volt a tettes, ha tudjuk, hogy az artatlanok igazat mon- "
danak? (A biinos igazat is mondhat, de hazudhat is.) .

Megoldasok L

Ebben az egyszerl példaban attekintjiik azokat a megol-
dasi modszereket, amelyeket a hasonlé feladatokban alkal-

mazhatunk. A megoldasok leirasa el6tt talan érdemes beve- om
zetni a kovetkezd, az dllitasokat egyszer(ibben rogzit6 for- .
muldkat:

(1)A: B=b; = =

(2) B: C=b;

(3)C: C + b.

Ezek jelentése szemléletes. Példaul (1) ,forditasa”: ,Andras azt mondja, hogy Béla blinds.”
Hasonlé roviditéseket alkalmazhatunk az allitasok tartalmdra vonatkozoéan. Példaul (1) = i vagy
(2) = h jelentése: az (1) allitds igaz, a (2) pedig hamis.

,,,,,,

tést): Példaul A = j vagy B = h jelentése: Andrds igazat mondott, Béla hazudott.

Els6 megoldas (hipotézis felallitasa, esetszétvalasztds)

Ebben a ,frontalis” megoldasban két esetet kiilonboztetlink meg példaul A allitasatol fliggben.

1. eset: Tegyiik fel, hogy A igazat mond, azaz szerinte B a b(inos. Ekkor a (2) llitassal B hazudik (ez
nem mond ellent a feltevéslinknek), és a (3) allitas is (C artatlansaga) megerdsiti a feltevést. Tehat egy
lehetséges megoldas, hogy B torte be az ablakot.
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A témorebb jeldléssel példaul a kovetkez6t irhatjuk:

HaA=i=> (I)=i = B=b => C+b > C=i > (3)=I.

2. eset: Meg kell még vizsgalni azt a lehetGséget, ha A hazudik, azaz 6 a b(in6s. Ekkor allitasa szerint
B artatlan (ez igaz allitas), ezért (2) igaz. Itt ellentmondast kaptunk: B szerint C a biinds, de két blints
nem lehet.

Vagyis ez az eset nem lehetséges.

Masodik megoldas (logikai kapcsolatok elemzése)

Bonyolultabb feladatokat érdemes azzal kezdeni, hogy az allitdsok kozott logikai Osszefliggéseket
kereslink. Ezek megtalaldsa leszlkiti a lehetGségek szamat. Kereshetiink ellentmondé vagy egymast
kizaré allitasokat, tovabba kovetkezmény- vagy ekvivalens allitasokat.

Néhany kiindulasi lehet6ség, ahonnan a megoldas mar konnyen befejezhet6:

— (1) és (2) ellentmond¢ allitasok, nem teljestlhetnek egyszerre. Legalabb egyikiik hamis — ezért (3)

biztosan igaz. (Tehat rogton adédik, hogy C artatlan.)

— (2) és (3) egymast kizaro allitasok, pontosan egyikik igaz. Ebbol ismét az kovetkezik, hogy a har-

madik allitas, (1), csak igaz lehet. (Tehat B a biinds.)

— (1)-nek (3) kdvetkezménye: ha (1) igaz, akkor (3) is. (S6t azt is megjegyezhetjik, hogy ha (3) nem

igaz, akkor (1) sem igaz.)

Itt tulajdonképpen harom megoldasi lehetGséget mutattunk, ezek igazi haszna (az esetsz(kités) a
nehezebb feladatoknal mutatkozik meg.

Harmadik megoldas (0sszes eset megvizsgalasa az igazmondok ,,eloszlasa” alapjan)

Négy lehetGség adédik az igazmonddk szamara: vagy valamelyik fid hazudik (3 eset), vagy mind-
egyik igazat mond. Ezeket az eseteket rendszeresen végigprébalva kapjuk az egyetlen megoldast. (Per-
sze a probalkozasok szama jelent6sen csokkenthet, ha figyelembe vessziik példaul a masodik megol-
dds megszoritasait.)

Negyedik megoldas (Gsszes eset vizsgalata a biinés személye alapjan)
Harom eset lehet, attdl fliggben, hogy ki a blinds. Ezeket rendszeresen megvizsgalva kapjuk a meg-
oldast.

Megjegyzés

Ne becsiiljik le az 6sszes eset végigprobalasan alapulé utolsé két médszert. Egyrészt ez az eljaras mindig alkal-
mazhato; masrészt a bonyolultabb feladatokat gyakran csak igy lehet befejezni; harmadrészt pedig ez a megoldasi
mddszer konnyen algoritmizalhat6 és szamitgépre vihetd.

Otodik megoldas (specidlis médszerek)

Néha a feladat sajatossagai alapjan is sz{kit6 észrevételeket tehetiink. Ebben a feladatban ilyen
példaul az (1) A: B = b dllitas. Mivel csak egy blinds van (a feladat specialitasa), igy ez vagy B, akire az
allitas vonatkozik; vagy A, aki az allitast teszi. Mindkét esetben kideril C artatlansaga.

Vagy ilyen allitas lehetne példaul C: A # b. Az allitads nem lehet hamis (A és C is b(in6s lenne), tehat
az allitas igaz: A artatlan, igy igazat mond stb.
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Rejtvény

Egy ismert magyar szépirodalmi m{ibél val6 az alabbi részlet.
MelyikbdI?

[...] A masodik kérGje Rézsikanak egy nagyvallalkozé volt
Briinnbdl, aki mint Gzletember, azt a mellékjogot se tagadta, hogy a
Rézsika hozomanyaval egész Kozép-Eurdpara kiterjeszti a vallalatat.

Az oreglrnak tetszett a nyilt beszéd, és azt mondta szokott
modkazé modoraval:

— Igen helyes, nagyon helyes, és szivesen adom a lednyomat val-
lalkozénak, mert magam is az voltam. Hanem talan hallotta is 6n,
hogy én bizonyos fokig bolond ember vagyok. Sohase tessék ellenkezni. Tudom, hogy mondtak 6nnek, és iga-
zuk volt. En csakugyan bolond vagyok. De ez nem veszedelmes 6riiltség, ne féljen télem. Ez csak egy régeszme.
En ugyanis egy kérdést szoktam foltenni ahhoz, aki a lanyomat ajanlataval megtiszteli. Es ett| fiigg aztan a
tovabbi. Tudom, hogy ez bolondsag, eszeveszettség, de nem tehetek réla.

— Igen, hallottam mar ilyesmit.

— Nos, hat mondja meg nekem, hogy ha Pozsonybdl Brasséba mindennap két postakocsi kozlekednék, Bras-
s6bdl Pozsonyba pedig ugyanannyi, ha marmost foltessziik, hogy az (t tiz napig tart, mennyi kocsival talalko-
zik 6n Gtk6zben, mig Pozsonybol egy postakocsin tlve Brasséba ér?

Nevek
A rejtvény megoldasa a fejezet végén, a 34. oldalon talalhaté. Alcuin;
Fibonacci.

FELADATOK

Egy napon két vandor k6zosen nekilatott a falatozasnak, egyikiiknek 2, a masiknak 3 cipdja
volt. Arra jott egy harmadik utazé is, igy harmasban fogyasztottak el a cipdkat. Amikor végez-
tek, a harmadik utazé fizetségil otthagyott 5 krajcart. Hogyan tud a két vandor igazsagosan
megosztozni a pénzen, ha mindenki ugyanannyit evett a cipokbol?

(Ezt a szép feladatot mar a kdzépkori matematikus, Leonardo Pisano (11752-1250) (ismertebb
nevén Fibonacci) is kitlizte. Idén még fogunk taldlkozni a nevével.)

m Seholsincs szigeten egy szobdban 6sszegydilt 11 lakos. (Ezen a szigeten mindenki vagy igaz-
mondo, vagy hazudds, tehdat mindig vagy igazat mond, vagy hazudik.) A lakokat egyesével
megkérdezték, hany igazmondo van kézottiik. A kdvetkez6 valaszokat adtak:
a)5,3,94,3,6,53,2,5,7;
b)1,5,8,3,7,4,1,0, 6 (most ketten nem vélaszoltak).
Hany igazmondé lehet a szobaban? (A lakék ismerik egymast.)

Egy osztalyban a matematikat, kémiat, fizikat, biolégiat, magyart és németet Kovacs, Novak
és Varro tandr urak tanitjak.

a) Mindegyik tanar pontosan két tantargyat tanit.

b) A kémiatanar ugyanabban a hazban lakik, mint a matematikatanar.

c) Kovacs tanar Ur a legfiatalabb.

d) A matematikatanar és Varré tanar ar gyakran biliardoznak.

e) A fizikatanar idGsebb a biolégiatanarnal, de fiatalabb Novak tanar drnal.

f) A legidGsebb tavolabb lakik az iskolatol, mint két kollégdja.

Melyik tanar melyik tantargyakat tanitja?

3. K2
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“ Az [3000; 9000[ intervallumban hdny olyan
egész szam van, amelyik
K1 a) oszthaté 3-mal és 5-tel; — Azt még megértem, hogy a szeme jobb, mint az
K2 b)oszthat6 3-mal vagy 5-tel; enyém, hiszen fiatalabb — mondta Sam Hawkins. — De

E1 )3 és 5 koziil pontosan az egyik szammal hogy .tuo.lta kltala/lnlﬁ mit csinaltak ezek az indianok?
— Logikai levezetés ttjan — feleltem mosolyogva.

Old Shatterhand logikai levezetése

oszthato; — Hat az micsoda?
E1 d)3 esthS I:?Zl“ legfeljebb az egyik szammal — Megmagyardzom egy példaval. Hawk annyit tesz,
oszthato;

. ) ) mint sélyom. A s6lyom mezei egereket eszik. Hawkins
E1 e) ha oszthat6 3-mal, akkor oszthat6 5-tel is?  _ sglyomfajta. Tehat Sam Hawkins mezei egereket eszik.

"3 oy téglatest élei 1-nél nagyobb egész szdmok, et Gty Winineions)

térfogata V=72 egység. Anna megmondja
Bélanak a felszin szamjegyeinek Osszegét, de
Béla nem tudja megmondani, mekkorak az
élek. Ezutan Anna azt is elarulja, hogy a legro-
videbb él fliggGleges helyzet(.

Vajon mi most mar meg tudjuk mondani, hogy
mekkordk a test élei?

A kovetkezd feladat is — csaklgy, mint az els6 —
kultartorténeti érdekességi.

m (Arany Daniel verseny, 1964)
Fogadjuk el igaznak a kovetkezé allitasokat:
a) Vannak Beatles-frizuras huliganok.
b) Minden huligdnnak nyegle a modora.
Dontsiik el és indokoljuk meg, hogy kovetkeznek-e ebbdl az alabbiak:

c) Van olyan nyegle modori huligén, akinek Beatles-frizuraja van.
d) Minden nyegle modord huligannak Beatles-frizurdja van.

Ajanlott feladatok

Gyakorl6 és érettségire felkészits feladatgytjtemény 1. 1-24.
Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény 1. 23-27, 36-39, 45-46, 48-49.

2-3. ALLITASOK. LOGIKAI MUVELETEK

A hétkoznapi életben sokféle Gsszefliggésben hasznéljuk a logika szét.

Elvarjuk masoktél, hogy bizonyos helyzetekben logikusan cselekedjenek.

Szeretnénk a rendelkezésiinkre all6 informaciok ismeretében a szamunkra fontos kérdésekben logi-
kusan donteni.

Masok kiszamithatatlan cselekedeteiben megprobalunk valamilyen rendszert, vagy logikat felfedezni.

Bizonyos okfejtésekrél tigy gondoljuk, hogy azok teljesen logikusnak tlinnek, mégis hamis kovetkez-
tetésre vezetnek, és igy tovabb.

Mi most megprébalunk egy kis rendet rakni ezekben a kérdésekben.

ElGszor is nézzik meg, mit gondoltak errSl a tobb ezer éves tudomanyrdl az emberiség nagy
gondolkodoi.



2-3. ALLITASOK. LOGIKAI MUVELETEK

A logika alapjait Arisztotelész (Kr. e. 384-322) fektette le munkdiban. O a
mai értelemben vett logikat analitikanak nevezi, vagyis a tudomanyos gondolkodas
modszertani eszkozének, illetve el6feltételének tekinti azt.

Az arisztotelészi hagyomany szerint a logikat a helyes gondolkodds formadit,
miiveleteit és alapelveit kutaté és meghatarozé6 tudomanynak tekinthetjik.

William Ockham (1285-1348) ferences rendi szerzetes és filozofus hires
,borotvdjaval” levagja a logika tudomadnyardl a folosleges sz6rszdlhasogatas gya-
korlatat. Szerinte a létez6kr6l sz6l6 magyarazatok kozil a legkézenfekvGbbet, a
legkevesebb bizonyitasra szoruld elméleti foltevést (hipotézist) tartalmazdét kell
elfogadni, az okok szamat f6loslegesen nem kell gyarapitani. Ha egy adott jelen- Arisztotelész
ségre két magyardzat is adott, az egyszeriibbet, a kevesebb okot tartalmazé értel-
mezést kell elfogadni. Ockham j6zan és realis, a tapasztalathoz kot6do filozéfidjaval kezdédik a logika tudo-
manydnak atértékelése: arra val6 a logika, hogy a valésag egyszer(i és attekinthet6 megismerésében biztos
eszkozként (lasd Arisztotelészt) szolgalja a megismerésre torekvs értelmet. Ez a szemlélet mar atmenetet jelent
az Gjkori gondolkodas felé, amikor a logika visszanyeri a megismerés megalapozasaban betoltott vitathatatlan
szerepét, amit Arisztotelész szamtalan félreértelmezése 6ta mintha elfelejtettek volna.

Descartes (1596-1650) néhdny egyszer(i és vilagos, a j6zan ész (azaz hétkdz-
napi gondolkodas) szamara folfoghaté alapelvre prébalta visszavezetni a filozofalds
logikajat.

Ertekezésében ezeket az alapelveket a kovetkezSképp fogalmazta meg:

— minden elGitéletet keriilve csak azt kell igaznak elismerni, ami tisztan és vila-

gosan felfoghato,

— a problémakat részekre kell bontani, amennyire csak lehetséges,

— a legegyszeribb targytol fokozatosan kell a bonyolultabb felé haladni,

— a rendszer teljességét felsoroldssal kell biztositani.

ime, a Descartes-nal egyszer(inek és egyértelmiinek t(ing Gt ahhoz, hogy eljut-

René Descartes hassunk az evidenciakhoz, vagyis a vilagos, tiszta és hatdrozott ismeretekhez.
E médszer hatastorténete folmérhetetlen, még a 20. szdzadi logikai analizis (anali-
tikus filozofia) képviselGinél is follelhetd.

Leibniz (1646-1716) arra gondolt, hogy létre lehet hozni egy abszoldt pon-
tos jelentésti fogalmakbdl allé tudomanyos nyelvet, melyet aztan a matematikai
szabalyokhoz hasonlé, rogzitett logikai szabdlyok szerint haszndlhatnank az ész-
igazsagok megfogalmazdsaban. Joggal tekintik tehét Leibniz-t a matematikai logika
megdlmoddjanak. A legegyszer(ibb altalanos fogalmak lehetnének azok a nyelvi
atomok, amelyeknek logikai szabalyok szerinti 6sszekeverésébdl nyernénk a tudo-
manyos (matematikai természeti) alapigazsagokat.

Mindezekbdl vilagosan kitlinik, hogy az djkor nagy gondolkodéi a logikat min-
den egyéb szellemi tevékenység alapjanak és el6feltételének tekintették, a mate-
matikdhoz hasonl6, de annal dltalanosabb, egyetemesebb tudomanynak.

Descartes és Leibniz ugyanakkor zsenidlis matematikusok is voltak, igy mun- CO“ﬁ"e?’ Wi/helm
kassagukban toretlenil egybeolvadt a matematikai és a logikai gondolkodds mint Leibniz
logikus gondolkodas.

Nietzsche (1844-1900) szerint a gondolkodds eredend6en alogikus, tehat nem mas logika szerint mékodik,
hanem logikan innen, az 6sztondkbd| meriti inditékait. Am kritikusabb pillanataiban az emberi szellem mégis
bizonyossagot keres, és leghamarabb a logikaban, illetve annak adott szellemi teriiletre valé alkalmazasaban
véli meglelni e bizonyossagot.

Elmondhatjuk, hogy a 21. szazadban minden komolyabb szakteriilet nélkiilozhetetlen eszkoze a logika, és
bar egyetlen logikatudomany van, tébbféle logikai alrendszer (iranyzat, elmélet) létezik.

A logika a helyes kovetkeztetések matematikai alapjait fogalmazza meg.
A logika segitségével a mar ismert allitdsokbdl Gjabb Gsszetett allitasokat fogalmazhatunk meg, és

azok igazsagtartamat is megvizsgdlhatjuk.
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ALLITASOK, KIJELENTESEK

Nagyon fontos, hogy a logika allitasokkal foglalkozik ugyan, de nem vizsgdlja azok igazsagtartalmat.
A konkrét dllitasok igazsagtartalmat az adott szakteriileten jartas embereknek kell eldontenie. Ez a jel-
lemzGje teszi lehetévé, hogy a logikat a megismerés egyik legfontosabb eszkdzének tekintsik.

Tehat szamunkra csak az fontos, hogy egy allitas vagy igaz, vagy hamis.

Az dllitasokat kijelentéseknek, régebbi neviikon itéleteknek is nevezzik.

Allitas: Olyan kijelentés, amelyrd| egyértelmen el tudjuk donteni, hogy igaz, vagy hamis.

Tehat egy allitas vagy igaz, vagy hamis. Harmadik lehet&ség nincs. Az allitasokat az abécé nagy-
betdivel jeloljik.

Igazak vagy hamisak az alabbi 4llitasok?

A = {a 16 négyzetszam}, B = {a haromszog bels6 szogeinek Gsszege 180°}, C = {minden szam
négyzete pozitiv}, D = {a Fold a Nap kortl ellipszispalyan kering}, E = {tegnap Szegeden esett az esd},
F = {a 12.a-ban 12 szemiiveges diak van}, G = {van olyan fa, amely tébb mint 500 m magasra megné},
H = {ma szép id6 volt}.

Megoldas

Egy matematikai allitas igazsagtartamat az abszolut értékhez hasonléan jeloljik. Tehat |A|= i azt
jelenti, hogy az A allitas igaz. Ugyanigy a B és a D allitas is igaz. A C viszont hamis, hiszen nem min-
den szam négyzete pozitiv, van egy kivétel, a nulla. Ezt igy jeldljiik: |C|= h. A G allitas is hamis, tehat
|G| = h.Az E és F allitasok igazsagtartalma az adott szitudciéban egyértelmien eldonthetd.

A H nem tekinthet6 a logika szempontjabdl allitasnak, mert szubjektiv vélemény, hogy kinek mi a
szép ido.

Minden dllitasnak megfogalmazhatjuk a tagadasat, vagy ahogyan gyakran mondjuk, az ellentettjét.

az eredeti allitas hamis és hamis, ha az eredeti allitas igaz. Jele: —A.

« sz

A logikaban a tagadast egyvaltozés miiveletnek tekintjiik, aminek igazsagtartalma A A
csak az eredeti allitas igazsagtartalmatdl fligg. Mindezt egyszertien kifejezhetjiik egy tab-
lazattal, ami minden esetet tartalmaz. i h
h i

2. példa

Fogalmazzuk meg az 1. példa allitasainak tagadasait!
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Megoldas

—A=1{a 16 nem négyzetszam}, —B = {a hdromszog belsé szogeinek 0Osszege nem 180%,
—D = {a Fold a Nap korll nem ellipszispalyan kering}, —£ = {tegnap Szegeden nem esett az esd},
—F ={a 12.a-ban nem 12 szemiiveges diak van}.

A C és G allitas tagadasa nem olyan egyszer(en torténik, mint a tobbi példankban, ahol egy megfe-
lelGen elhelyezett 'nem’ sz6cska elegendd.

Ha egy dllitasban egy halmaz minden elemérdl allitunk valamit, akkor ahhoz, hogy az hamis legyen,
elegend talalni a halmaznak egyetlen elemét, amire az allitas nem igaz.

—C = {van olyan szam, aminek a négyzete nem pozitiv}.

Maskor egy dllitds azt mondja, hogy egy halmazban taldlunk legaldbb egy elemet, amire igaz az alli-
tasunk. Ennek a tagadasa azt mondja ki, hogy az allitas a halmaz minden elemére hamis.

— G = {minden fara igaz az, hogy nem n6 500 m-nél magasabbra; masként mondva nincs olyan fa,
amelyik t6bb mint 500 m magasra megné}.

Fogalmak, nevek
Arisztotelész;
Ockham;
Descartes;

Al A=A Leibniz;

i h i Nietzsche;

- allitas, kijelentés;
h : h tagadas;

ellentett (allitasé).

Az A dllitas ellentettjének ellentettje maga az eredeti allitas: —(—A) = A.
Allitasunkat legegyszeriibben az el6bbi tablazat segitségével indokolhatjuk.

FELADATOK

m Fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitasok tagadasat! Melyik igaz, melyik hamis az allitasok
kozal?
a) A = {Harom egymast kovet$ egész szam Osszege mindig oszthaté harommal.}
b) B = {Minden magyar allampolgar beszél magyarul.}
c) C = {Van olyan egész szam, aminek a szamjegyeit Osszeadva a szam négyzetgyokét
kapjuk.}
d) D = {A haromszog stlypontja mindig a haromszog belsejében van.}
e) E = {Minden ember szereti a mézet.}
f) F = {Van olyan ember, akinek minden allitasa igaz.}
g) G = {Van olyan ember, aki soha nem téved.}
h) H = {Van olyan szerelem, ami el nem mdlik.}
i) 1= {Minden évben legaldbb egyszer elmegyiink nyaralni.}
j) ] = {Minden héten van olyan nap, amikor torndzom és dszom is.}

Ajanlott feladatok

Gyakorlo és érettségire felkészits feladatgytjtemény I. 1, 19, 20.
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4-5. KETVALTOZOS LOGIKAI MUVELETEK 1.

Az el6z6 6ran mar megismerkedtiink egy fontos logikai mivelettel, a negaciéval, ami az eredeti alli-
tas logikai értékét az ellenkezdjére valtoztatta. A gondolkodds szempontjabdl nagyon fontos két allitas
= = Osszekapcsoldsa. gy egy Uj 6sszetett allitas jon |étre. Természetesen nem mindegy, hogy milyen logikai
mdivelettel kapcsoljuk 6ssze a két allitast. A hétkoznapi beszédben is sokat haszndljuk az és, vagy, sem-
sem, akkor és csak akkor kifejezéseket. Most megismerkediink ezek pontos matematikai definici6javal.
Példaul:
" = == 1. ,Hoztam a bolthdl tejet és kenyeret.” Mikor fiillentettem?
2. ,Hozok a bolthdl vajat vagy margarint.”
Mikor mondhatjdk nekem, hogy nem mondtam igazat?

" " Az egyik leggyakrabban hasznalt logikai miivelet az és. Ha két allitast és kotészéval kapcsolunk
. . Ossze, akkor az igy kapott Osszetett allitas akkor lesz igaz, ha mindkét allitas igaz.

Nézziink néhdny egyszer( példat!

1. A = {Ez a négyszog téglalap és rombusz is egyben.}

2. B = {Esik az es6 és siit a nap.}

3. C = {Ez a szdm oszthat6 2-vel és harommal.}

4. D = {A 64 négyzetszam és kdbszam is.}

5. E = {Tévét nézek és teat iszogatok.}

Elemezziik az A allitas szerkezetét! Legyen P = {Ez a négyszog téglalap.}, Q = {Ez a négyszog
rombusz.}.

Ez utdn A = P és Q. Hasonléan megkereshetjiik a tobbi esetben is az Osszetett allitdisunkban sze-
repl6 egyszer( allitasokat.

Az el6bbi Gsszetett allitasokat csak akkor tekintjiik igaznak, ha mindkét benne szerepl6 allitds igaz.
Nagyon lényeges, hogy ha csak az egyik allitas igaz, akkor az 6sszetett allitds mindenképpen hamis. Ha
mindkét allitdas hamis, akkor is hamis lesz az 6sszetett allitas.

A logikai és (konjunkcio, angolul ,AND”) olyan kétvaltozés logikai mive-
let, ami csak akkor igaz, ha a benne szereplé mindkét allitas igaz. Jelolése:
A A B. i i i

A B |AAB

(Ha két kijelentést az és logikai mivelettel kapcsolunk 6ssze, akkor az igy i h h

kapott Gsszetett allitas csak akkor igaz, ha mindkét allitas igaz. Ezt fejezi ki
a tablazat.) h ! h
h h h

A kétvaltozds miiveleteket is egyszer(ien tudjuk definidlni tablazat segitségével. A tablazatban feltiin-
tetjik a két valtozo igazsagértékének Osszes lehetséges variacidjat, és megadjuk minden esetben, hogy
mi lesz az Osszetett allitas logikai értéke. Mivel mindkét allitas lehet igaz vagy hamis, ezért 2 - 2 = 4
eset lehetséges.

Masodikként tekintsiik a vagy kotdszot. Itt mar kicsit bonyolultabb a kép. A magyar nyelv legalabb
haromféle értelemben hasznalja a vagy kotszot.
1. ,A kovetkezd tenisztorndn Federer vagy Nadal fog indulni.” Itt nyilvdan megengedd értelemben

haszndljuk a vagy kotGszot, hiszen lehet, hogy mindketten elindulnak.



4-5. KETVALTOZOS LOGIKAI MUVELETEK 1.

2. ,A tenisztornat Federer, vagy Nadal nyeri.” Itt nyilvan kizaré értelemben hasznaljuk a vagy kots-
sz6t, mert mindketten nem nyerhetnek, de lehet, hogy egy harmadik jatékos nyer.
3., Tudjuk, hogy a dontébe Féderer és Nadal jutott, tehdt a tornat Federer, vagy Nadal nyeri.” Itt
kiegészitd értelemben haszndljuk a vagyot. Egyikiik biztosan nyer.
A logikaban megallapodds, hogy ha egyszerlien a vagy kotészot hasznaljuk, azt mindig megengedd
értelemben tessziik.

1. A = {Ez a szam négyzetszam vagy kobszam.}

2. B = {Ma reggelire piritost eszem, vagy tejet iszom.}

3. C = {Eszter vagy utazik, vagy alszik.}

Eszrevehetjiik, hogy ezekben az dsszetett 4llitdsokban két allitast kapcsoltunk dssze a vagy kot6szo
segitségével. Ezeket az Gsszetett allitasokat akkor tekintjiik igaznak, ha legaldbb az egyik allitas igaz.

Ugy is mondhatjuk, hogy ezek az llitdsok akkor hamisak, ha mindkét &llitas hamis.

Itt a vagy sz6t megengedd értelemben hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy az Gsszetett allitast akkor is
igaznak tekintjik, ha mindkét allitas igaz.

1. Példaul legyen az els6 allitasban a szam az 1-es, vagyis A'={Az 1 négyzetszam vagy kobszam.}

Mindkét egyszer(i allitas igaz, tehat az Osszetett allitast is igaznak tekintjik.

2. A B allitast is igaznak tekintjiik, ha reggel piritos evés kozben tejet iszogattam.

3. A Cis igaz, ha Eszter vonatozas kozben szunyokal.

A lqglkal vagy (dlSZJunkCIO, angolul ,,E)R ') olyfm,k(?t\,/altozo's logikai m{ve- Al B lav s
let, ami akkor hamis, ha a benne szerepl6 mindkét allitas hamis. Jele: A V' B.

A leggyakrabban az eddig megismert harom logikai m(iveletet hasznaljuk.

A tanulmanyaink soran végeztiink miveleteket szamokkal, vektorokkal, halmazokkal, most pedig a
miiveleteket a logika keretein beliil a kijelentésekkel végezziik.

A miiveleteknek néhdny alapvetd tulajdonsagat itt is megvizsgalhatjuk.

|. Kommutativitas (felcserélhetGség)
ANB=BAA,
AV B=BV A.
Indoklas: Ha a tablazatainkban az ,A” és ,B” oszlopat felcseréljiik, a harmadik oszlop értékei
nem valtoznak.

Il. Asszociativitas (csoportosithatésag)
ANB NC=AN(BANCQO
AV B VC=AVBYVO
Indoklds: Az els6 esetben mindkét oldalon csak akkor lesz igaz az dsszetett allitas, ha mind-
harom allitas igaz. A masodik esetben pedig csak akkor lesz hamis mindkét allitds, ha a benne
szerepl mindharom allitds hamis.
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Tablazat segitségével is ellenérizhetjiik allitasainkat.

A| B | C|l|AAB|AABANC|BANC|AANBANC) |AVB|AVBVC|BVC|AV BV
i i i i i i i i i i i
i i h i h h h i i i i
i h i h h h h i i i i
i h | h h h h h i i h i
h i i h h i h i i i i
h i h h h h h i i i i
h | h i h h h h h i i i
h | h|h h h h h h h h h

Logikai miveleteket tulajdonképpen eddig is alkalmaztunk, példaul amikor megoldottuk a koévet-
kez6 tipusd feladatot:

Keressiik meg az 0sszes olyan x valés szamot, amelyre

x—2)3 —2x)=0!

Megoldas

Egy szorzat csak lgy lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.

Legyen A = {x — 2 =0}, B = {3 — 2x = 0}. A logika nyelvén fogalmazva a feladat megoldasa A VvV B.
Tehatx =2 V x=1,5.

Egészen mds a helyzet, ha az (x — 2)* + (3 — 2x)* = 0 egyenlettel van dolgunk.

Ennek a megoldasa az el6z6 jeloléseket hasznalva A A B. Hiszen két négyzetszam 6sszege csak Ggy
lehet nulla, ha mindkét szam nulla.
Tehdtx =2 A x = 1,5, ami egyszerre nem teljestilhet, vagyis a feladatnak nincs megolddsa.

Ahhoz, hogy a feladatot megoldjuk, ismerniink kellett a matematikai alapokat és helyesen kellett
hasznalni a logikai miveleteket. Hasonl6 példakat hozhatunk a tudomany mas teriileteirdl is.

Az eddig megismert harom m{velet kapcsolatat jol mutatja a kdvetkez6 néhany példa.

A = {Anna szereti a fagyit és a csokit.}
Az alabbi allitasok koziil melyik lesz az A allitas tagadasa?
B = {Anna nem szereti sem a csokit, sem a fagyit.},
C = {Nem igaz az, hogy Anna szereti a csokit és a fagyit.},
D = {Anna vagy a csokit, vagy a fagyit nem szereti.}.
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