Eldszo

Efeladatgytjteményagimnaziumokésaszakkdzépiskoléktanterve-
inek matematika tananyagahoz illeszkedik. Néhany fejezetben olyan
feladatok talalhatok, amelyek tdImutatnak a tananyagon. Akilénb6z6
tantervekhez kapcsolodo feladatokhoz nem tettlink jelzést, igy ter-
mészetes, hogy a mas-mas tantervek alapjan tanuldk — felkészilt-
séguktol fluggetlenll — sem tudhatnak minden feladatot megoldani.
Javasoljuk ezért, hogy a didkok — 6ndllg, otthoni munkéajukhoz, a
feladatok kivalasztasdhoz — kérjenek tanacsot tanaraiktol. Arra is fel-
hivjuk a figyelmet, hogy a csillaggal megjeldlt feladatok nem azért
»nehezebbek”, mert a tobb oOrdban matematikat tanulok szaméra
ajanlottak, hanem azért, mert a megoldasuk kuldnleges 6tlet felhasz-
nalasat, illetve az ismert 6sszefliggések észrevételét igénylik.

A feladatgytjtemény végén, az ,,Utmutatasok és eredmények”
cimt részben a tanulok vagy segitséget kapnak a megoldashoz, vagy
pedig — az eredmények megkeresésével — ellenérizhetik munkajukat.
Nem minden feladat megoldasédhoz adtunk utmutatést vagy ered-
ményt; amikor példaul a segitséggel mar magat a megoldast is ko-
z6ltuk volna.

Ezek utan 6sszefoglaljuk azokat a legfontosabb jeldléseket, ame-
lyek az utdbbi években a kozépiskolai matematikaoktatasban
— elsésorban az Ujabb tankdnyvek hatdsara — elterjedtek. El6ljard-
ban is hangsulyozzuk, hogy nem helyes merev, egyediil alkalmazha-
to jeldlések rogzitése. A matematikai szakirodalom jeldlései soha
nem voltak egységesek, kilondsen nem azok az alkalmazasokban
eléforduld jelolések. Bizonyos célokra az egyik jel6lés, masokra
pedig egy masik jeldlés lehet egyszeriibb, alkalmasabb, a 1ényeget
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jobban megmutatd. Erdemes megismerni tébbféle, a gyakorlaban
eléforduld jeldlést akkor is, ha a matematikadran esetleg csak egy-
fajtat hasznalunk.

A feladatgyiijteményben el6forduld jelolések kozul a szoké-
sosakat, azokat, amelyeket hosszu id6 6ta valtozatlanul hasznélnak a
kozépiskolai matematikaban, nem soroljuk fel. igy zémmel a halma-
zok jeldléseivel foglalkozunk. Megemlitiink még néhany, a matema-
tikai logikaban hasznalt jel6lést. Ahol tobbféle jeldlés is elfogadott,
hasznalatos, ott ezeket feltlintetjiik akkor is, ha a feladatgyiijtemény-
ben ezek koziil csak az egyik szerepel.

A jel6lések és azok magyarazata

x € A: az x eleme az A halmaznak;

A U B: az A és B halmaz egyesitése (unigja);

A N B: az A és B halmaz kdzos része (metszete);

A \ Bvagy A — B: az A és B halmaz kilénbsége;

A C Bvagy A © B: az A halmaz a B halmaz részhalmaza;

@ : Ures halmaz;

|A|: az A véges halmaz elemeinek szama (végtelen A halmaz

esetén a halmaz szamossaga);

a természetes (nemnegativ egész) szamok halmaza;

az egész szamok halmaza;

a racionalis sz&mok halmaza;

az irraciondlis szamok halmaza

a valdés szamok halmaza;

a komplex szamok halmaza;

aza = x = bfeltételt kielégit6 valos szamok halmaza (az

a; b zért intervallum);

]a; b[ vagy (a; b): aza < x < b feltételt kielégit6 valés szamok
halmaza (az a; b nyilt intervallumon).
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Szémhalmazok jel6lésekor gyakran hasznaljuk példaul a kovet-
kezét:

{x € R | X2 —5x + 6 < 0} jeloli azoknak a val6s szamoknak a
halmazat, amelyek kielégitik a | utan all6 feltételt, példankban
ez egyenlé a ]2; 3[ intervallummal.

Fuggvényeket altalaban a kovetkezéképpen jeldlink:

Legyenek A és B adott szamhalmazok, ekkor példaul

f: A > B, x —» 2%, vagy

f: A - B, f(x) = 2x jel6l egy A-n értelmezett, B-beli értékeket
felvevé fliggvényt.

Ha A =B =R, akkor R - R tipusu flggvenyrdl is beszélink, ek-
kor nem mindig irjuk ki kiilén az értelmezési tartomanyt és a képhal-
mazt. Ha A C R és B C R, akkor célszerti alkalmazni azt az egysze-
risitést, hogy egy képlettel definialt fliggvény esetében —amennyiben
A azonos azoknak a valds szdmoknak a halmazaval, amelyre a
képletnek értelme van — kilén nem irjuk ki az értelmezési tarto-
manyt. Példaul f: f(x) = vx—1 jel6li azt a fliggvényt, amelynek
értelmezési tartoméanya [1; +oo[, egy képhalmaza R.

A jol ismert fliggvények jeldlésére dnalléan hasznalhatjuk a sin,
cos, tg, ctg, log, jeldléseket, de ugyanilyen értelemben az exp, jelo-
lést is az x — a* fuggvényre, de hasznalatos a rovidebb a* jel6lés is,
ha a szovegdsszefuggéshal vilagos, hogy fliggvényrél van szo.

A matematikai logika jeldléseibél a kdvetkezéket hasznaljuk:

A, B, C, ...: dllitdsok (kijelentések); a gyakorlatban az allitasokat
sokszor azok logikai értékével szoktuk azonositani.

—Avagy A: A negécioja;
A A B: A, B konjunkcidja;
AV B: A, B diszjunkcioja;
A — B: A implikécio B;
A < B: A ekvivalencia B;
3 egzisztencialis kvantor (,,van olyan”);
V@ univerzalis kvantor (,,minden”).






|. HALMAZOK TULAJDONSAGAI
ES A MATEMATIKAI LOGIKA
ELEMEI

1. Halmaz, részhalmaz fogalma

1. A kovetkez6 definiciok kozul melyek hataroznak meg egyér-

telmiien egy-egy halmazt?

1. {osztalyunk tanul6i};

2.{egy tetszéleges osztaly tanul6i};

3. {osztalyunk fiatanul6i};

4. {osztalyunk magas tanuldi};

5.{Magyarorszag varosai ma};

6. {Arany Janos versei};

7.{a természetes szamok};

8.{a természetes szamok halmaza};

9.{az x* — 5x + 6 = 0 egyenlet};
10.{az x* — 5x + 6 = 0 egyenlet valos gyokei};
11. {egy egyenlet gyokei};
12.{az x* + 1 = 0 egyenlet valGs gyokei};
13.{az x> — 2x* + 1 = 0 egyenlet valos gyokei};
14. {az els6foku egyenletek, osztalyunk tanul6i};
15. {egy adott egyenlet, melynek 2 az egyik gyoke};
16. {egy olyan egyenlet, melynek egy val6s gyoke van};
17. {tetszéleges harom egész szam};
18.{a primszamok};
19. {a legnagyobb primszam};
20. {néhany primszam}.

2. Soroljunk fel a kdvetkezé halmazok elemei kozil legalabb

kettot:

1.{a 0,5-nél kisebb egész szamok};

2. {Petofi versei};
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3.{az 50-nél nagyobb primszamok};
4. {a primszamokbol all6 halmazok};
5.{az x* — 4x = 0 egyenlet valos gyokei};
6.{az olyan els6foku egyenletek, melyeknek a gydke 100};
7.{1986 primosztdi};
8.{192 és 729 kdz06s osztoi};
9.{a szabélyos testek};
10.{2" értékének kiilonbdzé szamjegyei}.

3. Soroljuk fel a kovetkez6 halmazok elemeit:
1.{a 100-nal kisebb négyzetszamok};
2.{a 10-nél kisebb négyzetszdmok szdma};

3.{az % = 2 egyenlet pozitiv gy(‘jkei};

4, {az % = 2 egyenlet pozitiv gydkeinek széma};

5.{az x> — 2x = 0 egyenlétlenség egész gyokei};
6.{az x* + 4x < 0 egyenldtlenség egész gydkeinek szama};
7.{a haromjegyii paros szamok szama};
8.{az olyan keétjegyii szdmok, melyek szamjegyeinek 6sszege 9};
9.{az olyan haromjegyii szamok szama, melyek szamjegyeinek
Osszege 9%,
10.{729 pozitiv 0szt6i}.

4. Vélasszuk ki a kdvetkez6 halmazok kozll az egyenloket:

1.{a legkisebb primszam};

2.{egy primszam pozitiv osztéinak szama};

3.{az x* — 2x* = 0 egyenlet val6s gyokei};

4.{az x* — 2x* = 0 egyenlet val6s gyokeinek a szama};

5.{a (0; 2) szampar};

6.{a —1 és 3 kdzé es6 paros szamok};

7.{a 10" + 1 szam tizes szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek
0sszege};

8.{az x'® = 1 egyenlet valds gyokei};

9.{az x =0 és y = 2 egyenletii egyenesek metszéspontjanak koor-
dinatai};
10.{(—1)" kulénboz6 értékei, ahol n tetszéleges pozitiv egész szam}.
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5. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezé allitasok kdzil melyek _
igazak:

1.2 € {a primszamok}.

2. A négyzet eleme a trapézok halmazénak.

3.2% 2% _ 1 65 2% + 1 eleme az dsszetett szamok halmazanak.

4.Ha a € A és b € B, akkor (a € b) € B, ahol A a primszamok
halmaza, B az 0sszetett szamok halmaza.

5 A €A

6.A € {A}.

7.Az X" — 1 = 0 egyenlet valds gyokei elemei a pozitiv egész sza-
mok halmazanak, tetszéleges n egész szam esetén.

8.1,9 € {a 2-hatvanyok}.

9.Haa € Aés A € B, akkor a € B.
10.A = Besetén A € {B}.

6. Jeldlje N, P, Z, Q, I, R rendre a természetes szamok, a prim-
szamok, az egész szamok, a racionalis szamok, az irracionalis sza-
mok, a valés szamok halmazat. Dontsiik el, hogy a kovetkezé allita-
sok kozil melyik igaz:

1.Haa e Nésb € N, akkor (a + b) € N.

2.Haa e Pésb e P, akkor (a + b) € P.

3.Haae Zésb € Z, akkorab € Z.

4. Haae Zésh € Q, akkorab € Z.

5.Van olyan a és b szdm, hogya € Zésh € Q esetén ab € Z.
6.Haa e Qésh e 1, akkor (a — b) € I.

7.Haa e Qésh € R, akkor ab € I.
8.Vanolyanaésb,hogya € Qésh e | esetén ab € N.

9.%6R,haaeRésbeR.

2
10.a€ Z,b e Qesetén —4— € Q.
1+b

7.Legyena € X ésh € X. Vizsgaljuk meg, hogy mely esetekben
igazak a kovetkezé allitasok:
l.(a+b)eX 2.(a—Db)eX 3.ab e X.

4. % € X, hab # 0, ahol X helyébe rendre az el6z6 feladatban sze-
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replé N, P, Z, Q, I, R halmazokat helyettesitjik és a, illetve b az X
halmaz tetszéleges eleme lehet.

8. Jeldlje az A halmaz elemeinek szamat | A|. Hatarozzuk meg

| A| értékét a kdvetkezo esetekben:

1.A = {a 20-ndl kisebb primszdmok};

2.A = {36 pozitiv oszt6i};

3.A = {a 100-nal kisebb négyzetszamok};

4.A = {az x* < 100x egyenlstlenség egész gyokei};

5.A = {az x* + x + 2 = 0 egyenlet valds gyokei};

6.A={0,2};

7.A = {a legkisebb egész szam};

8.A = {a legkisebb természetes szam};

9.A = {11* killénb6z6 szamjegyei};
10.A = {a 10* < x* < 10* egyenlétlenségrendszer egész gyokei}.

9. Az a és b egymaéstdl kilonb6zé egész szam, eleme az A hal-
maznak. Tudjuk, hogy A-nak eleme barmely két killdonb6z6 elemé-
nek dsszege is. Hatarozzuk meg | A | értékét, ha az A halmaz véges és
minden eleme egész szam.

10. Soroljuk fel a kdvetkez6 halmazok kozil azokat, amelyeknek
végtelen sok elemik van:
A = {a primszamok}; B = {egy sik félsikjai};
C = {egy sokszdg csucsai}; D = {a péros primszamok};

2
E =4az ’;T_ll = x — 1 egyenlet val6s gyokei ¢;

F = qazok az x egész szamok, amelyekre %

is egész szém};
G = {csak az 1 szamjegyet tartalmaz6 szamok};

H = {azok a sz&mok, amelyek szamjegyeinek 0sszege 2};

| = {a természetes szamok szamjegyei};

J = {aval6s szamok halmaza}.

11. Az A halmaznak eleme az 1 és —1. A halmaz barmely két
elemének szdmtani kdzepe is eleme a halmaznak. Bizonyitsuk be,
hogy az A halmaznak végtelen sok eleme van.

12. Egy véges szamhalmaz barmely elemének a reciprokais eleme

14



a halmaznak, az adott elem —1-szeresevel egyutt lgazoljuk, hogy
a halmaz elemszama paros.

13. Az A szdmhalmaz elemeinek szama 2. A halmaz barmely két
elemének szorzata is az A halmaz eleme. Bizonyitsuk be, hogy az
A halmaz elemei kozott szerepel a 0, vagy az 1.

14. Tekintsiik alaphalmaznak a val6s szamok halmazat (R). Ha-
tarozzuk meg a kovetkezé halmazok komplementerét:

1. Q = {aracionalis szdmok};
2. 1 = {az irracionalis szamok};
3. {a pozitiv valds szamok};

4. R;

5. 0.

15. Mivel egyezik meg egy adott halmaz komplementerének
komplementere, illetve a kapott halmaz komplementere?

*16. Lehet-e egy véges halmaz komplementere is véges halmaz?
17. Adjuk meg az {1; 2; 3; 4; 5} halmaz kételemii részhalmazait.
18. a) Hany haromelemt részhalmaza van egy hat elemet tartal-

maz6 halmaznak?
b) Hany valddi részhalmaza van egy egyelemi halmaznak?

19. Bizonyitsuk be, hogy az A = {1; 3; 5; 7} halmaznak &ssze-
sen 2* szamU részhalmaza van. irjuk fel kiilon-kilén a 0; 1; 2; 3; 4
elemt részhalmazokat.

20. Legyen T a téglalapok, R a rombuszok, N a négyzetek, P a
paralelogrammék halmaza. Melyik halmaz melyiknek részhalmaza
T, R, N, P kozul?

*21. A 6. feladat jel6léseit hasznalva dontsiik el, hogy melyik igaz

a kovetkezo allitasok kozul:

1.PCOQ. 2.ZC1.

3.PCZCQ. 4 NCQCR,.

5NCI. 6.NCPCR.
7PCNCZCQCR. 8. Z C Q, ahol R az alaphalmaz.

9.Q CR, ahol R az alaphalmaz.
10.R C Q C Z, ha az alaphalmaz R.
22. lgaz-e, hogy ac A esetén {a} < A?
23. Bizonyitsuk be, hogy A < B és B < A esetén A=B.
*24. Hatarozzuk meg az A halmazt, ha A C A.
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25. Bizonyitsuk be, hogy a részhalmazképzés tranzitiv miivelet,
azaz A C B ésB C Cesetén A C C.
26. Milyen feltétel mellett igaz, hogy A C B esetén |A|<|B|?
27. Bizonyitsuk be, hogy n elemi halmaz 6sszes részhalmaza-
nak szama 2".
*28. lgazoljuk, hogy A C B esetén B C A,

2. Miveletek halmazokkal

29. Legyenek az A halmaz elemei 16 pozitiv 0sztdi, a B halmaz
elemei 24 pozitiv 0sztdi, a C halmaz elemei 12 pozitiv osztéi. Hata-
rozzuk meg az AUB, BUC, CUA halmazokat. Lesz-e a kapott
halmazok kozott két egyenlé halmaz?

30. Irjunk fel olyan negyedfoku egyenletet, melynek gyokei az A
és B halmaz uni6janak elemei, ahol A = {az x* = x egyenlet valds
gyokei}, B pedig az x*+2x*—x—2 = 0 egyenlet val6s gydkeinek
halmaza.

31. Az A halmaz legyena (0; 0), (1; 0), (1; 1), (0; 1) koordinatapa-
rokkal adott négyszéglap pontjainak halmaza; a B ponthalmaz
legyen a (0; 0), (1; 1), (0; 2) koordinataju csucsok altal meghatéro-
zott haromszoglap pontjainak halmaza; a C halmaz pedig legyen a
(0; 1), (1; 0), (0; 1) csucspontokkal adott haromszdglap pontjai-
nak halmaza. Milyen alakzatokat hataroznak meg az AUB, BUC,
CUA és (AuB)UC halmazok?

32. Jelolje A és B az S sik két kilonbdzo félsikjat. Milyen eset-
ben lehet AUB = S?

*33. Jeldlje A és B az S sik harom paronként kilonbdzé félsikjat.
Adjunk példat olyan esetre, amikor AUBUC + S.
Lehet-e az AUBUC halmaz az S sik korlatos tartomanya?

34. Bizonyitsuk be, hogy A C B esetén AUB = B.

35. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B véges halmaz, akkor

|A|+|B|=|A U B|.
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36. Ha A és B véges halmaz, akkor |A|+|B|=|A U B]| esetén
hany kozds eleme van az A és B halmaznak?

*37. Legyen A és B az S sik két olyan korlatos tartomanyanak
pontjaibol allé nem (res halmaz, melyekre AU B = B. Igazak-e a
kovetkezé allitasok:
1.AUB=S. 2. AUA=S. 3.BUA=S. 4. AUB=S.

5. AUBUA=S. 6. AUBUA=S,
ahol az S sik pontjainak halmaza az alaphalmaz.

38. Bizonyitsuk be, hogy ha az A és B halmaz véges halmaz, ak-
kor [AUB|=|A| esetén A 2 B.

39. Mondjunk példat olyan A és B halmazra, hogy |[AUB|=|A|
esetén ne teljesiiljon az A = B dsszefliggés.

40. Legyen A a 2-vel oszthatd kétjegyt szamok halmaza, B a
3-mal oszthaté 100-ndl kisebb pozitiv szdmok halmaza, C pedig a
30-cal oszthat6 egész szamok halmaza. Hatarozzuk meg az A és B,
B és C, C és A halmaz kozos részét.

41. Adjunk példat olyan A, B és C halmazra, hogy teljesuljenek
a kovetkezo feltételek: |[ANBNC|=1, |A|=|B|=|C|=2 és
A #+ B, valamint B + C.

42. Bizonyitsuk be, hogy AN B = B esetén B < A.

43. Jeloljuk (x; y)-nal a koordinatasik tetszéleges pontjanak ko-
ordinatéit. Legyen A, B és C rendre az olyan (x; y) koordinatak-
kal rendelkezé pontok halmaza, melyekre [x+ y| =1, |x— y| =1,

illetve | y| = % A sik milyen tartomanyait hatarozzak meg az AN B
és (AN B)NC halmazok?
44, egyenD = {(x; VESIxER, yERES|x|= é}.A43.

feladat feltételeit hasznalva hatarozzuk meg az (ANB)N(CN D)
halmazt. (S a sik pontjainak halmaza.)

45. Bizonyitsuk be, hogy AUB = AN B esetén A = B.

46. lgazoljuk, hogy ha A és B veges halmazok, akkor

anp| < AL+ IE]
< [Al+1B]

47. Legyen A és B a sik két tetszéleges téglalaptartomanya pont-
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jainak halmaza. Legfeljebb hany részre osztja a sikot az A és B ,,hal-
maz”?

48. Tekintslik a koordinatasik tengelyeivel parhuzamos oldald
téglalapokat. Legfeljebb hany részre osztja a sikot n téglalap, ha
n=1,2,3,4?

49. Az el6z6 feladat n = 3 esetében hatarozzuk meg az ANBNC,
ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC, ANBNC,
ANBNC halmazokat, ahol A, B, C olyan téglalaptartomanyok pont-
jaibdl all6 halmazok, melyek a sikot a lehet6 legtdbb részre bontjak.

*50. Bizonyitsuk be, hogy n olyan téglalap, melynek megfelelé
oldalai paronként parhuzamosak, a sikot legfeljebb 2n®> — 2n + 2
tartomanyra osztja.

51. Tekintsunk két olyan koérlapot, melyek a sikot négy részre
osztjak. A két korlap pontjaibol &ll6 halmaz legyen az A és B hal-
maz. Bizonyitsuk be, hogy a négy tartomany pontjai a kovetkez6
ponthalmazok: ANB, ANB, ANB, ANB.

*52. Adjunk meg négy olyan A, B, C, D ponthalmazt a sikon,
hogy az egyes halmazok hatarvonala zart gorbe legyen és a halma-
zok a sikot 16 részre osszak Ugy, hogy a 16 tartomany mindegyike
XNYNZNV alakban legyen felirhatd, ahol X, Y, Z és V rendre
Avagy A, Bvagy B, Cvagy C, D vagy D halmazzal egyenls. (Az
ilyen tipusu diagramokat nevezik Venn-diagramoknak.)

*53. Legyen a természetes szamok halmaza (N) az alaphalmaz és
legyen A, B, illetve C a 2-vel, 3-mal, illetve 6-tal oszthat6 szamok
halmaza. Adjuk meg az A, B, C halmazok altal meghatarozott
atomokat, ha atomnak nevezzik az olyan X NY N Z alakban felirha-
t6 halmazokat, ahol X, Y és Z helyébe rendre A vagy A, B vagy B,
C vagy C keriilhet és egyik halmaz sem (ires.

54. Két kiillénb6z6 sugaru koncentrikus korlap pontjainak halma-
zat jeloljuk A-val, illetve B-vel. Hatdrozzuk meg az ANB és B\ A
halmazokat, ha az A halmaz ,,sugara” a nagyobb.

55. Jeloljuk rendre A-, B-, C-, D-, E-vel a 2-vel, 3-mal, 4-gyel,
5-tel, illetve 6-tal oszthatd pozitiv egész szamok halmazat. Hataroz-
zuk meg a kovetkez6 halmazokat:

1.A\B; 2.B\A; 3.A\C; 4.C\A; 5 (C\NA)\B; 6.D\C;
7.D\A; 8. (D\C)\B; 9.(END)\A; 10.(E\D)\(C\B).
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56. Legyen az S koordinatasik pontjaibél allé6 halmaz az alap-
halmaz. Jeldlje A, B és C rendre a (0; 0), (1; 0), (0; 1) kd6zéppontl
egységnyi sugaru zart korlapok pontjainak halmazat. Szemléltessiik
a kovetkezd halmazokat:

1. A\B; 2. A\C; 3.(BNON\A;
4. (A\C)\B; 5. A\(C\B); 6. A\B; - -
7. (A\B)U(B\C)U(C\A); 8. (A\B)U(B\C)U(C\A).

57. Bizonyitsuk be, hogy ha A\B = #, akkor AS B.

58. Milyen feltétel teljestilése esetén lesz az A, B és C halmazra
igaz, hogy (ANB)U(BNC)U(CNA)=0?

59. Legyen A = B = {0; 1; 2}.Hatarozzukmegaz A x B halmazt.

60. Hany elembél éllaz (A x A) x A halmaz, ha A = {0;1;2;3}?

61. Legyen A= {x € R||x| =1}, B={y ER||y| =1}. Mi-
lyen ponthalmazt hataroznak meg azon (x; y) koordinataparok, ame-
lyek elemei az A x B halmaznak?

62. Hany koz0s eleme van az Ax B és Bx A halmaznak, ha
A=1{0;1;2;3}, B={0;1;2;4}?

63. Hatarozzuk meg az (AXB)N(BxA) és (AXB)\(BxA)
halmazt, ha A = B.

64. Bizonyitsuk be, hogy Ax B = B x A esetén A = B.

65. Igazoljuk, hogy 0 C AC B esetén Ax BC BXx B.

66. Legyen A = {1;2;3}, B={2;3;4}. Hatarozzuk meg a k-
16nb6z6 halmazok elemszamat:

1. (A\B)x(B\A); 2. (AUB)x(ANB);
3. (A\B)x(ANB); 4. (B\A)x(BUA).

*67. A és B olyan halmazok, melyekre teljestl, hogy
|Ax B|= 100. Hatarozzuk meg |[AUB| és |AN B| minimumat,
illetve maximumat.

*68. Legyen ACN, BCN, ahol N a természetes szamok
halmazat jeldli. Ha az x és y szamokra teljesill, hogy y* — x* = 80,
akkor x € A és y € B. Hatarozzuk meg az A és B halmazt, ha az
Osszetartozo értékparokra x < vy teljesul.

69. Az A és B halmazokrol tudjuk, hogy
AUB=1{1;2;3;4;5;6}, AAB={2;4;6}, ANB={1;3}.
Hatarozzuk meg az A és B halmazt.

70. Bizonyitsuk be, hogy az AU B, AN B, B\A halmazok isme-
retében egyértelmiilen meghatarozhatd az A és B halmaz.
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71. Az A, B és C halmazokrol tudjuk, hogy A\B = {4;6;8},

B\C=1{2:5:9;10}, C\A = {3;7;:11}, ANBNC = {1},
AUB=1{1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11},
CUA={1;2;3;4;6;7;8;9;11}.

Hatarozzuk meg az A, B, C halmazokat, ha |C|= 5.

72. Adjunk meg harom olyan kételemii halmazt, melyeknek pa-
ronként vett metszete nem Ures halmaz, de mindharom halmaznak
nincs kozos eleme.

73. Adjunk meg 6t olyan halmazt, amelyekre teljesul, hogy bar-
mely négy halmaz metszete nem Ures halmaz, de az 6t halmaznak
nincs kozos eleme.

74. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B két tetszéleges halmaz, akkor
(AUB)\(A\B) = B.

75. Az A, B, C ponthalmazok az S sikot nyolc tartomanyra bont-
jak szét. irjuk fel a nyolc tartomanyt az unioképzés és kiilonbségkép-
z6és segitségével.

76. Irjunk fel hat olyan halmazt, amelyek koziil barmely kettdnek
van kozos eleme, de semelyik haromnak nincs.

*77. Bizonyitsuk be, hogy A, B, C tetszéleges halmazok esetén az
(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) =
=(ANB)U(BNC)U(CNA).

78.Legyen f(x) = x(x—1)(x+2)ésg(x) = x(x+ 1)(x+ 2),ahol
x € R.

a) Irjuk fel f(x) és g(x) zérushelyeinek halmazat.

b) Hatarozzuk meg az x = f(x)g(x), illetve x — ;EQ;; fuggvény

zerushelyeinek halmazat.

c) Lassuk be, hogy f(x) és g(x) zérushelyei halmazanak unidja az

f(x)g(x) fuggvény zérushelyeinek halmaza, illetve azt, hogy az els6

két halmaz kilénbsége az ﬁi; flggvény zérushelyeinek halmaza.
Jeloljuk az f(x) és g(x) polinomfiliggvények zérushelyeinek hal-
mazat F-fel, illetve G-vel. Bizonyitsuk be, hogy igazak a kdvetke-

z6 allitasok:
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d) Az f(x)g(x) flggvény zérushelyeinek halmaza az F UG halmaz.

e) Az % zérushelyeinek halmaza az F\G halmaz.
f) Az f*(x)+ g°(x)= 0 egyenlet gyokeinek halmaza az FNG
halmaz.
g) Az f(x)* g(x)= 0 egyenlet gyokei halmazanak részhalmaza
az F NG halmaz, ha az alaphalmaz mindegyik esetben a valds sza-
mok halmaza.

79. Az a, b, ¢ polinomfliggvények zérushelyeinek halmaza le-
gyen rendre az A = {0;1;2}, B={1;2;3}, C={0;2;4} halmaz.
Hatarozzuk meg a kdvetkez6 egyenletek gyokeinek halmazat:

a) a(x)b(x)c(x) = 0: b) “(’C‘zzgx) 0
0 %:o; d) @ (x)+ b (x)+ ¢(x) = 0

Az f, g, h polinomfuggvények valds zérushelyeinek halmazat rend-
re F-, G-, H-val jel6ljik. Adjuk meg a kdvetkez6 egyenletek valos
gyokeinek halmazat:

) fwgnm=o;  f LD o,
f(x) _n- 2 2 _
9) W—O, h) f2(x)+ g (x)+ h*(x)=0.
80. Legyen az a(x) = 0 és b(x) = 0 egyenlet valos gyokeinek
halmaza A és B. lgaz-e, hogy az a(x)b(x) = Zg; =0

egyenlet valds gyokeinek halmaza AU B, illetve A\B?

*81. Az a(x)= 0, b(x)= 0, c¢(x)= 0 egyenletek valds gyokei-
nek halmazat rendre A, B, C-vel jel6ljik. Mondjunk példat olyan
a(x)=0, b(x)= 0, c(x)= 0 egyenletekre, amelyek valos gyo-
keire teljesil, hogy az a(x)b(x)c(x)= 0 egyenlet valos gydkei-
nek halmaza nem egyezik meg az AUBUC halmazzal. Igaz-e,
hogy az a*(x)+ b*(x)+ c*(x)= 0 egyenlet gyokeinek halmaza
ANBNC?

*82. Bizonyitsuk be, hogy az a(x) = 0 és b(x) = 0 egyenletbdl kép-
zett a(x)b(x) = 0 egyenlet valds gyokeinek halmaza lehet az (res
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halmaz is, fuggetlendl attol, hogy hany gyoke van az eredeti egyenle-
teknek.

2
83. a) Tekintsik az x — ’;_;14 fiiggvényt (x #+ 1) és az

2
X"+ 2x

=4, x=2
x—=1 x4 2x
az a leheto leghévebb halmaz legyen.
b) Legyenaz x = f(x) és x = g(x) figgvény értelmezési tartoma-
nya az A, illetve B halmaz. Igazoljuk, hogy az x — f(x)g(x) flgg-
vény értelmezési tartomanya az AN B halmaz.

84. Tekintsuk a lehetd leghévebb halmazon értelmezett x — f(x)

X % flggvényt (x #+ 0 és x #+ —2). Hatarozzuk meg az

X =

fliggvény értelmezési tartomanyat ugy, hogy

2 2
ésx — g(x) fuggvényeket, ahol f(x) = *.= 4 illetve g(x) = X T X
X —x x+2
a) Hatarozzuk meg az f(x) és g(x) fliggvény értelmezési tartoma-

nyat.
b) Adjuk meg az f(x)= 0 és g(x)= 0 egyenlet zérushelyeinek
halmazat.
c) Mileszaz f(x)g(x)= 0 egyenlet zérushelyeinek halmaza?
d) Az x = f(x) és x = g(x) fuggvény értelmezési tartomanya le-
gyen az A, illetve B halmaz. Legyen tovabba az f(x) = 0 és g(x)= 0
egyenletek valos gyokeinek halmaza F, illetve G. Mutassuk meg, hogy
az f(x)g(x) = 0 egyenletvalds gyokeinek halmaza(ANG)U(BNF).
85. Tekintsiik a szdmegyenes kovetkezé zart intervallumaibol
all6 ponthalmazokat: 7,=[0;2], L,=[1;3], L=[2;4], 1,=[0;3]. Ha-
tarozzuk meg az I, NL,NL, LNLNL, [LNLNL, LNLNI, hal-
mazokat.
86. Mi a 85. feladatban szereplé négy halmaz kdzos része, illet-
ve unigja?

87. Hatarozzuk meg az I, = [— L; L] intervallumsorozat egy
kdzos pontjat. non

88. Bizonyitsuk be, hogy a [O; l] = [ intervallumsorozat tagjai-
nak egy koézos pontja van. "
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