I. Exponencialis
és logaritmusfiiggvények, egyenletek

1. Exponencidlis fliggvény

1. Egy gyogyszergydrban egyfajta baktériummal kisérleteznek. A baktérium
mdsodpercenként osztodik kétfelé, igy szaporodik. A fioldban bizonyos mennyiségii
(egységnyi) baktérium van.

a) Mennyi baktérium lesz 1; 2; 3; 4; 5 stb. mdsodperc miilva?

b) Mennyi baktérium volt a vizsgdlat megkezdése elott 1; 2; 3; 4; 5 stb. md-
sodperccel?

A vizsgalat megkezdésekor A vizsgalat megkezdése el6tt
1
a 0-dik méasodpercben 1, a (—1)-edik masodpercben 27! = o
1 1
1 s eltelte utan 2, a (—2)-edik méasodpercben 272 = » = 7
1 1
2 s eltelte utan 2 - 2 = 4, a (—3)-adik méasodpercben 273 = 3 = 3
1 1
3smilva2-2-2=23=8§, a (—4)-edik masodpercben 274 = % =16
1 1
4 s milva 2* = 16, a (—5)-6dik mdsodpercben 270 = — = —,
25 32
1 1
5 s milva 2° = 32 stb. a (—6)-odik masodpercben 27 = ol
egységnyi lesz a baktériumok egységnyi baktérium volt a fioldban.
mennyisége.

Az ilyenfajta valtozas gyakori a természetben: sejtek osztodasa, sugarz6 anya-
gok bomlésa (felez6dése) mind hasonl6 véltozasok. Ezek az tin. exponencidlis val-
tozasok. Jellemz6 rdjuk, hogy a véltozds egyre ,,gyorsabb” (vagy egyre ,,lassibb”)
az 1d6 fliggvényében. Gondoljunk csak arra, hogy milyen rohamosan né az oszt6d6
baktériumok mennyisége.

A véltozast olyan fliggvénnyel lehet megadni, amely:

Minden szoba johetd x szdmhoz hozzdrendeli a 2* értékét, vagyis x — 2*. Ezt
a fiiggvényt 2 alapii exponencidlis fiiggvénynek nevezziik, amely jelen esetben
az egész szamokra van értelmezve.
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Készitsiink értéktablazatot, és abrazoljuk a fiigg-
vény értékparjait!

x |—4|-3|-2|-1{0 |1 ]2]|3]4

2% Lyl 1124|816
16| 8 | 4 | 2

Léthatjuk, hogy a fiiggvény csak pozitiv értéket vesz fel.

2. Nézziik meg, hogyan csokken az egységnyi tomegii sugdrzo anyag, ha évente
felezddik (1 év alatt lesz feleakkora, mint volt)! A megfigyelés kezdetekor 1 egység-

nyi a témege.

1
1¢ ilva —,
év mulva 5

1 2
2é al —| =
év mulva <2>

o 1\ 1
3 év miulva <—> =—

n* 1
4 év mualva <§>

egységnyi lesz.

|y
16

1

—4 -10

2 3 4%

Ugyanigy a vizsgédlat megkezdése el6tt 1 évvel:

a (—1)-edik évben <1>1 = ! =2
2 1\! ’
(3)
o N2 1 1
a (—2)-edik évben (§> = ™ =N = 4,
z) G
1 1

o

1 X
A fiiggvény hozzarendelési szabdlya: x +— <§> .

1\3
a (—3)-adik évben (§> =

egységnyi volt.

Ez is exponencidlis fiiggvény: 3 alapii exponencidlis

fiiggvény, amely jelen esetben az egész szdmok korére
van értelmezve. Készitsiink ismét értéktdblazatot, és
dbrazoljuk a fiiggvény Osszetartozé értékpdrjait!

x |—4|-3|-2|-1{0 |1 ]2]|3]4

)1l sa 2005 115 %
2 2 14| 8|16

Szembetlind a két exponencidlis fiiggvény mene-
tének kiillonbozbsége.

Ha a hatvdnyozds alapja 1-nél nagyobb, akkor a
fiiggvény novekvd, képe ,.emelkeds”.

Ha a hatvdnyozés alapja 1-nél kisebb pozitiv szdm, akkor a fiiggvény csokkend
értéket vesz fel, és képe ,,siillyeds”.
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Minden olyan fiiggvényt exponencidlis fiiggvénynek neveziink, amely x + a*
hozzdrendelési szabdllyal adhato meg, és amelyben x tetszbleges valos szdm
és a # 1 pozitiv szam.

A fliggvények értéke csokkend, ha 0 < a < 1. Azt mondjuk, hogy a fiiggvény

0 < a <1 esetben szigoriian monoton csokkend. Ha a > 1, akkor a filiggvény
szigorvian monoton novekvd.

y y

Szigordan monoton névekvé fiiggvényre igaz, hogy az értelmezési tartomany
nagyobb értékéhez nagyobb fiiggvényérték tartozik, szigorian monoton csokkend
fliggvény esetében nagyobb fiiggvényértékhez kisebb fiiggvényérték tartozik.

(Néha szoktdk az a = 1 esetet is idesorolni, ekkor x — 1* minden x-re 1
értéket vesz fel, ennek képe az x tengellyel parhuzamos egyenes.)

Megfigyelhetjiik tovdbba, hogy a fiiggvényeknek nincs legkisebb és legna-
gyobb értéke, valamint minden fiiggvény képe az x = 1 pontjdban metszi az y
teongelyt. Ez abbdl addédik, hogy barmely (nem nulla) szdm nulladik hatvanya 1:
a’ =1.

Fiiggvényeink grafikonja pontokbdl allt, hiszen a hatvanyozast eddig csak
egész kitevore értelmeztiik. Fogadjuk el azonban, hogy a tortkitev6s hatvanyozas-
nak is van értelme, és a kitevd lehet irraciondlis szdm is, és igy barmely valds
kitevére értelmezve vannak az exponencidlis fiiggvények. A fiiggvényérték ren-
delkezik azzal a tulajdonsiaggal, hogy kivélasztva egy tetszéleges x; értéket, minél
inkdbb kozelitiink x;-hez (mindkét irdnybdl), a fliggvényértékek anndl inkdbb meg-
kozelitik az a™! értéket. Tehat a fiiggvény grafikonja folytonos vonal.

Feladatok

1. Készitsiink értéktablazatot, és dbrazoljuk a kovetkezd fiiggvények néhany Osszetartozo értékparjat!
l X

a) x— 3% b) x|—><§>; c) x> 1% d) x— 10%.

2. Egy asztalitenisz-versenyen minden fordul6 utdn a versenyzdk fele (a vesztes) kiesik. Jelenleg
éppen lezajlott a harmadik forduld, a tovabbjutott versenyzdk szdma 16. Hanyan indultak a versenyen,
és még hany fordulét kell jatszani, hogy egyetlen gy6ztes maradjon? (Dontetlen nem volt.)
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3. Egy 2 m-es szalagot megfeleziink, majd a kapott részeket ismét elfelezziik, és ezt az eljarast addig
folytatjuk, mig a kapott részek nem lesznek kisebbek 1 cm-nél. Hanyadik 1épés utan kovetkezik ez be?

4. Egy bankban mdr 5 éve bent van x forintunk, amelyet 10%-o0s kamatra tettiink be. Mennyi volt a
pénziink a bankban 1; 2; 3; 4 évvel ezel6tt? Mennyi lesz a pénziink 1; 2; 3; 4 év mulva, ha kézben
egyszer sem vesziink ki pénzt, és a kamatldbak nem véltoznak?

2. Tortkitevdjt hatvanyok, gyokvonds azonossagai

P

Az el6z6 fejezetben azokban az idGpontokban vizsgéltuk a valtozast, amikor az
id6pont egész szammal kifejezhetd volt. Ezt kellett tenniink, mivel a hatvidnyozast
csak egész kitevore értelmeztiik.

A baktériumok azonban dlland6an osztédnak, a sugarzé anyag tomege is al-
land6éan fogy. Van értelme tehdt annak, hogy megkérdezziik, mennyi baktérium
lesz fél perc milva, hdrom és egynegyed perc mulva. Azt is sejtjilk, hogy minél
jobban kozelitiink (mindkét fel6l) x értékével példaul a 2-hoz, a fliggvényértékek
is egyre jobban megkozelitik a 22 = 4-et.

Tehét a tortkitevdjd hatvanyokra is sziikség van a valtozas leirdsahoz.

A tortkitevdjli hatvdnyokat gy célszerli értelmezniink, hogy a hatvdnyozéis
tanult azonossdgai tovédbbra is érvényben maradjanak, és a mi konkrét esetiinket
vizsgdlva az is igaz legyen, hogy ha egy x érték példdul 1 és 2 kozé esik, akkor
az x — 2 fiiggvény értéke 2! és 22 kozé essék.

y Legyen mondjuk x = %, ekkor 2! < 2% <22

Ahhoz, hogy a tanult (a")" = a"™ azonossdg igaz
maradjon tortkitevék esetében is,

2
(2%) = 2%'2 =23-3

kell legyen.

Ha 2% négyzete 8, akkor ez azt jelenti, hogy

| | 3 3

Vo 22 = /8. Bzért célszerti a 27 = v/8 = /23 értelmezést

i i bevezetni. v/8 ~ 2,282..., és ez valoban 2 és 4 kozé
132 X esdszdm.

. 1
Ertelmezziik a 23 hatvdnyt!
| 13
23 az a szdm, amelynek kobe (23) =2.

1
Legyen egy kocka térfogata 2 térfogategység. Ennek a kockdnak az éle 23. Ezt
a négyzetgyokvondshoz hasonléan a kobgyok kettének (harmadik gyok kettének)

nevezziik, és igy jeloljiik: 2% =J2.
1
Ugyantdgy 35 jelenti azt a szdmot, amelynek 6todik hatvanya éppen harom.
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5
1
Az /3-at 6todik gyok haromnak mondjuk. Ennek 6todik hatvanya (3§> =3.
Ezzel a gyokvonds fogalmat kiterjesztettiik tetsz6leges pozitiv egész kitevore.

Azt a szdmot, amely megmutatja, hogy hdnyadik gyokrdl van szo, gyokkitevd-
nek nevezziik.

Megallapodunk abban, hogy:

Ha a > 0 valds szdm és n > 1 egész szdm, akkor a azt a pozitiv szdmot
jelenti, amelynek n-edik hatvdnya a, azaz

n

((’/5) =a.
Megallapodunk abban is, hogy:
Y0 =0; Va =a.
n n
Konkrét példan ldttuk azt is, hogy (a%) =ar =a' = a. Ezért megdllapodha-
tunk abban, hogy ({’/E)n =a.
Ugyanigy:

L, .
Ha a > 0 valés szam, p és q természetes szamok (de g # 0), akkor a4 jelenti

q

P
azt a pozitiv szdmot, amelynek q-adik hatvdnya a’, vagyis a? = ~/aP.

Ertelmezziik még a negativ tortkitevés hatvdanyozdst is.

Ez adédik a mar elfogadott negativ egész kitevs értelmezésébdl.

1
Ugyanis az a™" = — ¢értelmezeésébdl (ahol a # 0) kovetkezik, hogy célszeri

a
a kovetkezd értelmezés:

1
_E )
a4l
ha a > 0 valos szdam, p és q természetes szdmok (de g # 0).
Nézziik meg, hogy az ilyen értelmezés mellett érvényben maradnak-e a hatva-
nyozas azonossagai!

1. Igaz-e az a" - a™ = a"""" azonossdg?
2 2
Legyen a két hatvany 273 és 23.
_2 2 2
273.23 = .23 =1.

[\
wio| =

(A negativ kitevés hatvanyozas definicidjat alkalmaztuk.)
2 2 =2 +2
23 .05 = 2(FH(F) =002 1.
(Az azonos alapti hatvanyok szorzdsara vonatkozé azonossdgot alkalmaztuk.)
Latjuk, hogy az eredmény megegyezik.
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Bebizonyithatd, hogy az a" - a" = a"™ azonossdg (a > 0 valés és m, n

pozitiv egész szdam) tortkitevd esetében is igaz.

m

5 3
2. Szdmitsuk ki kétféleképpen a 22 : 22 értékét!

2% =25 ; 2% =23 ; régebbi tanulmdnyainkbdl tudjuk, hogy

V25 (25 /P
\/—2_3: ?: 2:2’

tortkitevékre alkalmazva az azonos alapt hatvdnyok osztdsdra tanult azonossagot:

ezért:

[S{o))
NS08

2

az eredmény megegyezik.

5.3 2
:2 =22"2=22=2 :27

n
Bebizonyithato, hogy az — = a"™" azonossdg (a > 0 valds és m, n pozitiv
a

egész szdm) tortkitevd esetében is érvényben marad.
a\" a"
Az is bizonyithatd, hogy az (ab)" = a" - b" és az <E> = b = 0

azonossag is érvényben marad, ami gyokokre alkalmazva azt jelenti, hogy

Va-b=Ya- Vb  és \'/gz*z/‘z (b # 0).

A

Azt mér a tortkitevd értelmezésénél felhasznaltuk, hogy (a")" = a"", ami
gyokokre alkalmazva:

 Wa = "a.

3. Szdmitsuk ki zsebszdmologéppel a 27-% hatvdny értékét!

Az igényesebb szamol6gépeken van hatvanyozds (x” vagy y*) gomb, és zar6-
jelhasznélati lehet6ség is. Az ilyen gépeken igy jarhatunk el:

Beirjuk a 27-et, majd a hatvanyozds gombot, azutdn zar6jelben a tortet osztas

formaban. Ezutdn megnyomjuk az egyenl6ségjel gombot. A gép kiadja az ered-
ményt, a 9-et. Ez 8 1é€pésben torténik:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
27 |x¥ vagy y*| ( 2 + 3 ) =
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Fontos!

Ne feledkezziink meg arrdl, hogy a tortkitev8s hatvanyozast kizarélag pozitiv
alapra értelmeztiik, és hogy a gyokkitevd 0-ndl nagyobb egész szdam.

A val6és szamok korében a < 0 esetben a gyokvondsnak csak akkor van ér-
telme, ha a gyokkitevd pdratlan szdm, vagyis a fenti jeloléssel m is és n is paratlan

Szam.

Megjegyzés

Még mindig nem terjesztettiik ki a hatvanyozds értelmezését a teljes valés szdmkorre. Hidnyzik
még az irraciondlis kitevs értelmezése. Fogadjuk el azonban, hogy a hatvdnyozdsnak irraciondlis
kitevs esetén is van értelme, és erre is igaz, hogy amennyiben x; < x < x és a > 1, akkor
a*! <a* < a*? (illetve, ha 0 < a < 1, akkor a™' > a* > a*?), valamint ez esetben is érvényben
maradnak a hatvanyozas azonossagai €s az exponencidlis fiiggvény tulajdonsigai.

Feladatok
1. Irjuk fel gyokos alakban a kovetkez6 hatvanyokat!
@) 102; b) 132; ¢ 373 d) %%
e x7; poxT g) b3 IRRLE
)+ ) a7 K @ +2ab+bHE ) (r+y) 2.
2. Irjuk fel tortkitevos alakban a kovetkezd gydkoket!
Q) V2 b V3 ¢) V2 & Vs
e) a N v=a g) Vb h o Vb2
i) a+b; ) Va=b2 K Va-b2
3. Szamitsuk ki a kovetkezd hatvanyokat!
a) 16%; b) 8%; c) 27_%;
d 272 e) 372811 £ 10072

1\ "2 _2 1\
8) (§> ; h) (0,008)"3; i) (W) .
4. Abrizoljuk a kovetkezd fiiggvényeket!
a) xr—>x2ésxr—>x%; b) xl—)x_zésx|—>x_%;
c) xn—>(—x)% ésxt—)—x%; d) x»—>x% éS)CD—)X_%.

[rjuk le a fiiggvények menetét!

Hol vannak értelmezve?

Milyen értékeket vehetnek fel?

Milyen x értékekre ,,emelked6k”, melyekre ,,siillyed6k™?
Van-e legnagyobb, illetve legkisebb értékiik?

Ha van, mely x értékre veszik ezt fel?
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5. Abrézoljuk a kovetkez6 fiiggvényeket!

X X
a) xm— 2% b) x»—><%); ¢) x> 3% d) xH(%)

frjuk le a fiiggvények menetét!

Hol vannak értelmezve, milyen értékeket vehetnek fel, milyen értékekre emelkeddk, siillyedSk, és
van-e legnagyobb, illetve legkisebb értékiik?

6. Melyik a nagyobb?
a) 16 vagy V27, b) /10000 vagy ~/1000; ¢) V64 vagy v144.
7. Irjuk tortkitevSs alakra, és amelyiknél lehet, egyszeriisitsiik a kovetkezd kifejezéseket!

a) \3/679; b) é/x?; c) \6/x3y2; d) Vx3n,

8. Emeljiik ki a gyokjel aldl a szorzat minél tbb tényezgjét!
(A szamokat bontsuk torzstényezdkre!)

a) /54; b) 16 ¢ V250, 4 V72 e) V82 ) V/5x3
9. Vigyiik be a szorzokat a gyokjel ala!
a) 25 b)) =3V3 ¢ —2V4 d) avb; e) avb; N 3

10. frjuk kozos gydkjel ald a szorzatokat, és szamitsuk ki az értékiiket!

a) V3.4, b) 48 -4 c) V936
d) 2.2 e) V5-V4.
11. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket!
i i 3 i 2 4
a) a?-a3; b) x%.x" %, c) _§.y_€;
1 3 2 _1 _2 _1
d) a?:a%; e) x3:x 2 f 3y 2

y
y

1\3 1\ —2 1 _1

8) (ai); h) (ﬂ) : i) (y—z) 3

12. Szamitsuk ki a kovetkezd miiveletek végeredményét!

a5 4 V405 481
a) 4v2.J8; b) s ) 2-\ 5
d) ¥2. Y12 e) V/64: NG
¢ V8132 n V10V 10v/10.

3. Szadmok logaritmusa, miiveletek logaritmussal

A hatvanyokkal végzett miiveletek sordn tapasztalhattuk, hogy azonos alapud
hatvdnyok szorzdsa, osztdsa, hatvdnyozdsa egyszerlien elvégezhetd a kitevdk
o0sszeadasaval, kivonasaval, szorzasaval.

Miveleteink elvégzését megkonnyitené, ha barmely szdmot fel tudndnk irni
egy alkalmasan megvélasztott alap hatvdnyaként. Azzal, hogy a hatvanyozast ér-
telmeztiik a teljes (valdés) szdmkorre, erre lehetdségiink van.
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Azt a kitevdt, amelyre 10-et hatvanyozni kell, hogy az illet6 szdmot megkap-
juk, a szam 10-es alapii logaritmusdnak nevezték el.

Péld4ul 10° = 100000, a 100000 tizes alapd logaritmusa 5.

Ezt igy jeloljiik: 1g 100000 = 5

Megjegyzés

A szdmolds megkonnyitésére tabldzatokat készitettek szimok 10 hatvanyaiként torténd felird-
sdra. Tobben foglalkoztak ezzel. Lényegében a XII. szdzadra késziilt el a ma ismert logaritmustabla-

zat. Készit6i John Napier (1550-1617) skét matematikus €s bardtja, Henry Briggs (1561-1630) angol
matematikusok voltak.

Ma mar nagyon ritkdn szdmolunk logaritmustdblazat segitségével. A zsebszdmolégépek tobb-
sége tud logaritmussal szdmolni. Ezeken a gépeken van olyan gomb, amely megadja egy adott szdm
tizes alapu logaritmusat, illetve a szdm logaritmusabdl a keresett szdmot.

A logaritmus azonossagait azonban ismerniink kell akkor is, ha a szdmolast zsebszdmolégéppel
végezzik.

7~ 2z

Az el6zbekben lattuk, hogy a logaritmus: kitevd. Ezért a logaritmussal végzett
miiveletekre is érvényesek azok az azonossdgok, amelyek a tortkitevSs hatvanyo-
z4sra.

1. Szdmoljuk ki logaritmus segitségével a kdvetkezd szorzatot! 37,6 - 5,08.
[rjuk fel a tényezdk logaritmusat! 1g37,6 ~ 1,5752, 1g5,08 ~ 0,7059
37.6-5.08 ~ 101,5752 . 100,7059 — 101,5752+0,7059 — 102,2811‘

Ezért a miiveletet igy irhatjuk:
1g (37,6 - 5,08) =1g37,6 + 1g5,08 ~ 1,5752 + 0,7059 = 2,2811.

A kapott szdm az a kitevs, amelyre 10-et emelve megkapjuk a szorzat értékét,
vagyis a keresett szam: 1022811, A 2,2811 kitevéhoz tartozé értéket zsebszamol-
géppel visszakeresve kapjuk, hogy 37,6 - 5,08 =~ 191.

2. Szdmoljuk ki logaritmus segitségével a 2,74 : 0,0382 hdnyadost!

lg (2,74 : 0,0382) =1g2,74 — 1g0,0382 ~ 1,8557, visszakeresve: 71,73.
3. Szdmoljuk ki logaritmus segitségével a kivetkezd kobre emelést: 739!
1g739° =3 .1g739 ~ 3 - 2,8686 = 8,6058, visszakeresve: 4,035 - 108,

4. Szdmoljuk ki logaritmus segitségével az V27,6-et!

1g27,6 _ 1,4409

5 5
Az alkalmazott azonossagok logaritmusforméban kifejezve:

27,6, 1g27,6 = ~0,2881; /27,6 ~ 1,942.

Ig(ab) =1ga +1gb,
a
lg—=1ga —1gb,
gb ga —1g
lga" =nlga,
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lga
g a =22,
n
ahol a és b pozitiv szdmok, n pozitiv egész szdm, de n # 1.

Az a-ra és b-re tett kikotés fontos, ugyanis 10-nek akarhdnyadik hatvanya csak
pozitiv szam lehet.

El6fordul, hogy negativ szdmokkal végzett miiveleteket akarunk logaritmus-
sal elvégezni. Ilyenkor a negativ szamok helyett az ellentettjiikkel végezziik el a
miiveletet, és a kapott eredményt utdlag latjuk el a megfelel eldjellel, példaul:

(—0,921) - 0,0253.

—0,921 helyett 0,921 logaritmusaval szdmolunk, majd a végeredményben tessziik
ki a negativ elgjelet:

1g (0,921 - 0,0253) =1g 0,921 +1g0,0253 =~ 0,3674 — 2,

visszakeresés utan: 2,33 - 1072 = 0,0233.
Az eredeti feladat szerint az eredmény negativ szam, tehat

—0,921-0,0253 = —0,0233.

P

Figyeljiink tovabba arra is, hogy azonos alapt, de kiilonb6z6 kitevdji hatva-
nyokat nem tudunk kozvetleniil sem Osszeadni, sem kivonni. Ha tobb tagbdl allé
miiveletsort akarunk logaritmus segitségével elvégezni, akkor a kdvetkez6képpen
jarunk el:

Végezziik el el6szor logaritmus segitségével a hatvdnyozdst, szorzast, osztast,
majd visszakeresés utdn az 0sszeaddst, kivondst.

Természetesen nemcsak 10 hatvanyaiként frhat6 fel barmely (valés) szdm, ha-
nem barmely a > 0; a # 1 alap hatvinyaként is. Példdul:

23 =32, ezért log, 32 =5 vagy

3% =27, ezért log; 27 = 3.

(A 10-es alapu logaritmus jele az lg, a nem tizes alapu logaritmusok esetében
mindig ki kell irni az alapot is, valamint lg helyett a log roviditést hasznaljuk.)

Azt a kitevdt, amelyre az a > 0; a # 1 szdmot emeljiik, hogy a ¢ pozitiv szamot
kapjuk, a ¢ szdm a alapii logaritmusdnak nevezziik.
Ha a® = ¢, akkor log, ¢ = b (b tetszdleges valos szdm).
A logaritmus definicidja roviden:
alogu b _ b.
Mivel minden szam 0-adik hatvdnya 1; ezért:
log, 1 =0.

A tizes alapu logaritmusra tanult azonossagok érvényesek tetszleges a alapu
logaritmusra is, ha a > 0; a # 1 valos szdm:
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log, xy =log, x +log,y (x >0,y > 0);
log, g log,x —log,y (x >0,y >0);
y

log, 2k = klog,x (x>0, k valos szdm);

1
log, ¥/x = - log,x (x >0,n > 1ésn egész szdm).

Feladatok

1. Irjuk fel logaritmus alakban a kivetkezd hatvanyokat!
32 =09 122 = 144; 5% = 125; 8% =512.
(Az alap maradjon valtozatlan!)

2. Mivel egyenl6k a kovetkezd logaritmusok?

1g 1000; 1g 100; 1g 10; Ig1;
1g0,1; 1g0,01; 1g0,001; 1g0,0001.
3. Mivel egyenl6k a kovetkezd logaritmusok?

1 1 1 1
a) log, 16; log, E; log, 8; log, Z; log, 4; log, g; log, 2; log, E;

1 1 1 1
b) 1 —; 1 2; 1 - It 4; ! - It 8; It = 1 1;
) oley e leepm o lepgs lomphlepgn o oeg S oy g oy
1 1

c) log;9; logs 125;  log; 27, log, E; log; 49; logg %; logs 15 logy 3 0,09.

4. Mennyi a kovetkez6 szamok 10-es alapti logaritmusa?
a) 3,78; 27,6; 0,13; b) 35000; 0,000 173; 2 080 000.

5. Allapitsuk meg, hogy mely szamok logaritmusai:
0,2209; 3,2209; 0,2209 — 1; 5,2209!

6. Végezziik el logaritmus segitségével a kovetkezd miiveleteket!
a) 0,072-37; 0,000 038 - 142; b) 749 :38,2; 0,549 :35;
c) 197°; 0,006 82%; 12,6% 3,472 70574, 0,0277;

139 - 7,68 — 0,9 - 272
d) +/15,9; /490; /0,000 000 000 8; e . ’ )
) ) 0,006 - /154 + 3,00 - 831

4. Logaritmusfiiggvény

1. Rendeljiik hozzd minden pozitiv (valds) szdamhoz azt a kitevét, amelyre 2-t
emelve az adott szdmot kapjuk!

Abrdzoljuk a fiiggvény értékpdrjait! Osszekithetjiik-e a pontokat folytonos vo-
nallal?

Masként fogalmazva, minden pozitiv szimhoz rendeljiik hozza a 2-es alapi
logaritmusat.

A fiiggvény igy irhat6 le: x — log, x, és a neve: 2-es alapii logaritmusfiigg-
vény. Abrazoljuk a fiiggvény néhany konnyen megadhaté értékparjat!
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oo —
NG
N =

logox | =4 | =3 | =2 | —1 0 1 2 3 4

) Azt mondjuk, hogy a fiiggvény minden po-

I zitiv szamra értelmezve van. Most mar csak azt

logy x| I——— / kell tudnunk, hogy ha egy tetszdleges x; helyen
T"’”;‘ ! kiszamitjuk a fiiggvény értékét, akkor igaz-e a

%_ ol ﬁ L T kovetkez6: Minél jobban megkozelitjiik azt az x;

értéket, a fiiggvényértékek anndl inkabb megkdo-
zelitik a log, x; értéket.

Ennek eldontésében segit nekiink az exponencidlis fiiggvény, amelyr6l tud-
juk, hogy képe megrajzolhaté folytonos vonallal. Az x — 2% fliggvény a 2-es
alap kitevdjéhez rendeli a hatvanyt, forditva, mint a logaritmusfiiggvény, amely a
hatvanyhoz rendeli a 2-es alap kitev§jét.

y

x +—log; x
2

Tehét az egyik fiiggvény értelmezési tartomdnya megegyezik a masik fiigg-
vény értékkészletével és megforditva. A két fiiggvény egymds ,,megforditottja”,
idegen szdval inverze. Az exponencidlis fiiggvényr6l tudjuk, hogy képe folytonos
vonal, de akkor az inverze is az.

Altaldban:

Az x — log, x fiiggvényt, amelyben x pozitiv valos szdm és a > 0, a # 1, a
alapii logaritmusfiiggvénynek nevezziik.

Az x +— log, x fiiggvény inverze az x +— a* exponencidlis fiiggvénynek,
amelyben x valés szdm, a > 0, a # 1.

Vizsgaljuk meg a logaritmusfiiggvény viselkedését!
A logaritmusfiiggvények értelmezési tartomanya a pozitiv valés szdmok hal-
maza, értékkészletiik a valds szamok halmaza.
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Ha a > 1, akkor a fiiggvény ,.,emelked6”, ha 0 < a < 1, akkor ,siillyedd”.
A fiiggvényeknek nincs sem legnagyobb, sem legkisebb értékiik.

A fiiggvények grafikonjai az (1;0) koordindtdji pontokon haladnak keresztiil,
mert x° = 1 barmely pozitiv x-re, igy log, 1=0.

Feladatok

1. Mely x értékekre vannak értelmezve a kovetkezd fiiggvények?
a) x—lg(—x); b) x> —lgx; ¢) x—logy(x—1); d) xlog, xz;

1
e) x> log, x; f x> log,v/—x; g xi>log, (—/x); h) x> log, —.

X
2. Abrézoljuk kozos koordinata-rendszerben a két-két fiiggvényt!

1 X
a) x> 3% és x> logsx; b) x'—><§) és x > logy x.
3

5. Exponencidlis és logaritmusos egyenletek

1. Mely x értékre igaz a 2* = 8 egyenlet?

Tudjuk, hogy 2-nek harmadik hatvdnya 8, vagyis 23 = 8; tehdt x = 3 megol-
dasa az egyenletnek.

Ez az egyetlen megoldasa, hiszen 2-nek csak a harmadik hatvanya 8.

Az ilyen egyenletet, amelyben az ismeretlen a kitevSben szerepel, exponenci-
dlis egyenletnek nevezziik.

2x—5

2. Oldjuk meg a =35 egyenletet!

3x
Az egyenlet bal oldaldn ugyanannak a szamnak a hatvéanyai szerepelnek. Tud-
juk, hogy az azonos alapi hatvanyok osztdsakor az tj kitevd az osztandd és az
oszt6 kitevdjének kiilonbsége:
32x—5
3x
Az exponencialis fliggvény szigorian monoton fiiggvény, ezért az egyenldség
csak akkor 4allhat fenn, ha x — 5 =6.

— 32x—5—x — 3x—5. 3x—5 — 36.

Megjegyzés
Szigordan monoton fiiggvények esetében ugyanaz a fiiggvényérték nem tartozhat két vagy tobb
értékhez, vagyis minden egyes fliggvényérték csak az értelmezési tartomdny egyetlen értékéhez tar-
tozik.
Oldjuk meg az egyenletet! A megoldas x = 11.
Ellenérizziik eredményiinket!
32-1 1-5

— 26. — R6. 6 _ 26
=3 gw=3% =3
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3. Oldjuk meg az 5% - 5% = 5571 egyenletet!

Azonos alapi hatvanyok szorzdsdra vonatkozé azonossdg alapjén:
52x+x+3 — 5x—1'

Az egyenldség csak akkor allhat fenn, ha 3x +3 = x — 1, vagyis: 2x = —4.
Ebbdl: x = 2.

Es valéban: 522 .52 = 57271 ami: 574 .51 =573,
1
4. Oldjuk meg a 4>~ = 3 egyenletet!

A 4 is és a 8 is 2-nek hatvanya. 4 = 2%; 8 = 23.
Ezért az egyenletet atalakithatjuk dgy, hogy abban azonos alapti hatvanyok

legyenek:
1
(22)2)6-1 =
23
1
2H2x=1) - pdx=2 ¢4 2= 273 ezért: 2472 =273, ez viszont csak akkor lehetséges,

1
ha 4x — 2 = -3, amibdl 4x = —1, igy x = T (Ellendrizziik!)

5. Oldjuk meg a 173 = 1 egyenletet!

Tudjuk, hogy minden (nem nulla) valés szdm nulladik hatvdnya 1. 1753 = 17°.

3
17-nek csak a nulladik hatvanya lehet 1. Ezért 2x + 3 = 0; amibdl x = —3

Eddig minden feladatot dgy oldottunk meg, hogy azonos alapt hatvinyokka
alakitottuk az ismeretlent tartalmazé tagokat, illetve tényezdket. Ez azonban nem
minden esetben sikeriil.

Nézziink erre is példat!

o . 2* 24 L

6. Mely x értékekre lesz igaz a =~ 15 egyenldség?

Ez is exponencidlis egyenlet, de ezt nem tudjuk megoldani az eddig latott
modszerekkel.

Alakitsuk 4t az egyenletet a tort hatvdnyozdsdra vonatkoz6 azonossdg alapjén:

2\* 24 . : . _ 24
(_> = —; ami ugyanaz, mint a 0,4" = —.
45 45

5
Tudjuk tovdbbd, hogy ha a* = b szdmmal, akkor a logaritmus szigord mono-
tonitdsa miatt a logaritmusuk is egyenld.

Vegyiik mind a két oldal tizes alapu logaritmusat:

24
1g0,4* =1g 5

Ez mér egy logaritmusos egyenlet.
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A logaritmus azonossdgai alapjan tudjuk, hogy:
, 24
120,4* =x1g0,4 és lgE:Ig24—lg45.

Az egyenlet ezért igy irhat6:
x1g0,4 =1g24 — 1g45;
lg24 —1g45
1g0,4
Ebben a formédban mar az egyenlet jobb oldaldn szdmok logaritmusa szerepel,
a miveletek igy zsebszdmol6géppel kdnnyen elvégezhetdk:

1,3802—1,6532  —0,2730
YT 203979 203979

ebbdl az x véltoz6 kifejezhets: x =

~ 0,686.

7. Oldjuk meg a 27 - 2°*! = 6* egyenletet!

Vegyiik észre, hogy 27 = 3%; 251 = 2% . 21 = 2% . 2 és 6% = (2- 3)* = 2% . 3%,

Ezt alkalmazva az egyenlet ilyen alakura alakithato:

37.2%.2=2%.3%

osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 2*-nel (ezt megtehetjiik, hiszen 2* # 0).

3% .2 = 3*; vagyis 54 = 3*; vegyiik mindkét oldal 10-es alapi logaritmusat:
lg 54 = x 1g 3, amibdl:

_lg54 _ 1,7324

- . X ~ 3,6311.
1g3 0,4771

8. Egy bizonyos osszeget S%-os kamatra tettiink be egy pénzintézetbe. Hdny
év miilva kétszerezodik meg a betett Osszeg?

Az 5%-0s kamat mellett az 6sszeg egy év elteltével 5%-kal n6, ami azt jelenti,
hogy az eredeti 6sszeg 1,05-szorosdra nd.

Ha a betett 0sszeg a, akkor egy év milva a - 1,05 lesz az Osszeg.

27z

2 év milva az el6z6 évi Osszeg nd 1,05-szorosdra, ami az eredeti Osszeg
1,05 - 1,05 = 1,05%-szerese, vagyis a - 1,05,
n év elteltével az eredeti 6sszeg 1,05"-szeresére ng.

Ha az 6sszeg n év mulva kétszerese lesz az eredetileg betett 0sszegnek, akkor
ezt igy irhatjuk fel:

a-1,05" =2a,
egyszerdsitsiink a-val: 1,05" = 2.
Ez is exponencidlis egyenlet, amelyet logaritmizalva tudunk megoldani:

n-1g1,05=1g2;
. Ig2
ebbdl n= ~ 14,19.
1g 1,05

Vagyis, ha kézben nem vesziink ki pénzt, a 15. évben dupldzédik meg a betett
0sszeg.
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9. Mely x értékre igaz a log; 81 = x egyenldség?

Tudjuk, hogy a logaritmus definicidja szerint az egyenlet a kdvetkezd alakba
irhat6: 3° = 81; 81 pedig 3-nak a negyedik hatvdnya, vagyis 3* = 3%,
Tehat az egyenlet megoldasa x = 4.

1
10. Oldjuk meg az logs 75 = x egyenletet!

i =572; ezért log 52=x;x=-2
25 s 5 s .

11. Oldjuk meg a log, x = 4 egyenletet!

Miel6tt a megolddshoz hozzédldtndnk, nézziik meg, hogy a log, x-nek mely x
értékekre van értelme (mi az egyenlet értelmezési tartomdnya)!

2-nek barmely valds hatvanya csak pozitiv szam lehet, tehat az egyenlet értel-
mezési tartomanya a pozitiv valds szimok halmaza.

A logaritmus definicidja szerint 24 = X; 24 = 16; ezért x = 16.

1
12. Oldjuk meg az log, 5 = —3 egyenletet!

Most is vizsgiljuk meg, mely x ért€kekre van értelme az egyenletnek. Defini-
ci6 szerint x > 0 és x # 1 esetben az egyenletnek van értelme.

1 1
— =573 ezért logs —— = —3, vagyis x = 5. Ez az érték beletartozik az
125 125

egyenlet értelmezési tartomdnydba, tehdt megolddsa az egyenletnek.

13. Mely x értékre igaz a lg2x =1g(x — 3) egyenldség?

A logaritmus definicidjabdl kovetkezik, hogy csak x > 3 esetén van értelme
az egyenletnek.

Itt tizes alapu logaritmusrdl van szd. Ig2x az a kitevs, amelyre 10-et emelve
2x-et kapunk. 1g (x — 3) az a kitevd, amelyre 10-et emelve (x — 3)-at kapunk. Ha a
két kitevé megegyezik, akkor a hatvany is megegyezik, tehat: 2x = x — 3, amibdl
x =-3.

Ez az érték azonban nem megolddsa az egyenletnek, hiszen ez esetben
lg(x —3) = 1g(—6), marpedig 10-nek egyetlen valds kitevés hatvdnya sem lehet
negativ.

14. Oldjuk meg az 51 — 5% = 20 egyenletet!

51 = 5.5% ezért az egyenletet igy is felirhatjuk: 5 - 5 — 5% = 20; ebbdl:
(5= 15" =20; 5" =5; amibdl x = 1.
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Feladatok

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

1 1 1

a) 3 =-; b) 5=—; c) 2-3°=18; d) 2*l=_—;

9 625 64

1 1
4)( . SX = _; 3)(—1 _ 3X—2 = _; 2(X—3)(X—5) = 1’ h 2)6 +34x = 0
e) 200 V) 3 8) )
2. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenleteket!
a) logzx =2; b) lgx=-3; c) logsx =3;
d) log,x =6; e) 1g100=x; /) log;49 =x;
1

g) loggx =-3; h) log, 144 =2; i) log, 36 2;
Jj) log, 121 = =2; k) lg(x—3)=6; ) lIgx—-3)=1g3 —x);

1
m) lgx —3)= 7 lgx.
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